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INTRODUCTION A LA THEORIE 


DES 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE 


CHAPITRE VII ; 


INTEGRALES DEFINIES 


I, — INTEGRALES PAR EXCES ET PAR DEFAUT, 
MESURE DES ENSEMBLES. FONCTIONS A VARIATICN BORNEE 


238. — Etant donnée une fonction f(x) définie dans Vintervalle 
(a), a), il est naturel de se demander s'il existe une fonction F (a) 
qui, dans le méme intervalle, admette f(a) pour dérivée; cette 
fonction, si elle existe, est.dite fonction primitive de la fonction fx). 
Elle est nécessairement continue dans lintervalle (a,, a,) puisqu’elle 
admet une dérivée en chaque point de cet intervalle, et qu'elle est 
donc continue en ce point (n°? 204. 

Il est aisé de trouver toutes les fonctions définies dans l’intervalle 
(a,, a) ct qui y admettent f(«) pour dérivée, si l’on en connait une 
F (x) : soit en effet ® (a) l’une quelconque des fonctions cherchées ; 
dans l’intervalle (a, a), la dérivée de la fonction ® x”) — F (a) 
sera constamment nulle; cette fonction sera donc une constante C, 
et l’on aura 


Réciproquement, si C désigne une constante quelconque, il est 
clair que la dérivée de la fonction F (~) + C sera la méme que la 
dérivée de la fonction F (a). On a donc le théoreme suivant : 


Tannery Il, — Introduction a la Théorie des fonctions il 


ryA a A 
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Si, dans l’intervalle (a), a), la fonction F («) admet pour dérivée 
la fonction f(a), toute fonction qui, dans ce méme intervalle, aura 
f (a) pour dérivée s’obliendra en ajoutant a F (a) une constante ; 
toutes les fonctions ainsi formées auront d’ailleurs f(2) pour 
dérivée. 

On peut évidemment déterminer la constante de maniere a obte- 
nir une fonction qui prenne une valeur Fy, arbitrairement donnée, 
pour une valeur a appartenant a Vintervalle (a), a); cette fonction 
est F (x) + F, — F (a,). 

Toutes les fonctions primitives de la fonction 


Ayam + Ayom-2 4... + Aye + An, 


ou les A désignent des constantes, s’obtiennent en ajoutant une 
. . . . 

constante arbitraire a la fonction 
Aga A om oe? 


: ge ee ce 
ime m Ma 3 sane: 


Les fonctions e”, a”, sin x, cos x admettent pour fonctions pri- 
m4 


mitives les fonctions e’, lor a’ ~~ COS & sin «x; dans tout inter- 
to} 


valle dont les limites sont des nombres positifs, la fonction «™, 

ol m est une constante autre que — 1, admet pour fonction 
i ORs grt 2 ; I 

primitive ea la fonction «2-1! — z admet pour fonction pri- 

mitive la fonction log | 


pas. 


Les exemples qui précedent ne nous apprennent rien sur la 


, dans tout intervalle auquel o n’appartient 


réponse a la question posée au début : étant donnée une fonction 
f(x) définie dans un intervalle (a, @), existe-t-il une fonction 
F(x) dont la dérivée soit, dans cet intervalle, égale & fix)? La 
solution de cette question, pour une classe étendue de fonctions, 
dépend de l'étude de certaines sommes dans lesquelles le nombre 
des éléments augmente indéfiniment  tandis que ces éléments 
décroissent indéfiniment et qui, sous des conditions qu on précisera, 
tendent vers des limites. La considération de pareilles sommes 
oe : . . + ‘ Pe). r bes > ; 
sintroduit tout naturellement, en géométrie, lorsqu’on cherche i 
: ae . eee 

évaluer l’aire d’une courbe: je les définirai, dans le numéro sui— 
vant, en restant au point de vue de la pure analyse. 


‘ 
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239. — Soient a, @ (a4 < a) deux nombres fixes quelconques ; 
soit f(x) une fonction déterminée, dont je suppose seulement 
qu’elle est bornée dans l’intervalle (a, a) ('). Je désignerai par m 
et M ses bornes inférieure et supérieure dans cet intervalle. 


Partageons I’intervalle (a,, a) en n intervalles partiels 


(a, a), (4, a), ony Aare a) 


en désignant par a1, @2, ..., dns des nombres assujettis aux con— 
ditions 


Ci oO On ee gy OS 


Soient m, et My, mz et Mo, ..., mn et Mn les bornes inférieure 
et supérieure de f(x) dans les intervalles partiels (@, &%), is, 


(do—1, a). Soient fi, A, -..; fx des nombres assujettis aux condi- 
tions 


{1) Mm, =fA=M, Mm: <= fe = Ma, noey my = f= M, 


et considérons les trois sommes 


| 


(a, — a) my + (a, — a,) my + ... + (A — ay_4) m, 
(ay — a) fir + (a2 —M) fo +... + (a — Rice) Vn 
(a, — ao) Mi + (a2 — a) M2 + .., + (a — a,_1) My 


(2) 


cal 2 1A 
I 


! 


dont je dirai qu’elles sont relatives 4 Ja décomposition (do, a, ... @) 
de l’intervalle (ao, a). Ces sommes s’introduisent naturellement en 
étudiant géométriquement le probleme posé a la fin du n° précé- 
dent. . 

Puisque les facteurs a; — a, d2 — M1, ..., @— An—1 sont tous 
positifs il est clair que lon a 


et il est d’ailleurs bien aisé de voir que lorsque fi, fy, ..., f, pren- 
nent toutes les valeurs compatibles avec les conditions (1), S prend 
toutes les valeurs appartenant a l’intervalle (S, 8). Je désignerai 
les deux sommes S, S, dont les valeurs sont déterminées quand on 


(1) Dans ce numéro et dans les suivants jusqu’au n° 248, toutes les fois 
qwil sera question d’un intervalle (4, 8) on supposera toujours a < §. 
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se donne la décomposition (a), a1, ... a) de V'intervalle, sous les noms 
de sommes inférieure et supérieure relatives 4 cette décomposition. 

La borne inférieure m de la fonction f(x), dans Vintervalle 
(ay, a) est la plus petite des bornes inférieures mi, m2, ..., Mn rela- 
lives aux intervalles partiels (a, a1), (a1, a2), ..-, (@a—1 a); de 
méme la borne supérieure M est le plus grand des nombres M,, 
Mp, ..., Ma. Si, dans les seconds membres des égalités qui définis- 
sent S et S, on remplace mi, m2, ..., Mm, par m, et Mi, Mp, ..., 
M, par M, on voit tout de suite, puisque les coefficients (4; — a), 


(az — a,), ... sont positifs, que l’on a 


S = (a — a) m, S <= (a — a) M. 


En résumé, si les trois sommes 8, $,S se rapportent a la 
méme décomposition, on peut écrire % 


(3) (a— a) mS SS 238 = (2 — a) M. 


J’aurai besoin de quelques remarques concernant les sommes 
supérieures et inférieures, que je place immédiatement. 

Considérons la décomposition (do, di, ..., @n—1, @) et la somme 
supérieure S qui lui correspond. Introduisons un nombre interca- 
laire.de plus, par exemple a) entre a, et a;. Soient M4, et M3 les 
bornes supéricures de f(a) dans les intervalles (a,, aj), (a3, a,) ; 
la borne supérieure M; dans l'intervalle (a,, a;) est le plus grand 
des deux nombres M,, M’. A la nouvelle décomposition, ot les 
deux interyalles particls (a,, as), (a), a,) remplacent Vintervalle 
(a,, a,) de la premiére, correspond une nouyelle somme supérieure, 
qui ne différe de la premiére S que parce que la somme 

(a! —a,) Mj + (a, — a!) Mt. 
remplace le terme unique 
(a, — a,) M, = (a, — a.) M, + (a, — @)) My; 


la différence, positive ou nulle, entre S et la nouvelle somme supé- 

rieure est donc, suivant les cas, égale 4 l'un ou l’autre des nombres 
(a, — a,) (M, — M3). (a, — a,) (M, — M3); 

elle ne peut jamais dépasser 7 (M— m), en désignant par 7 le plus 


grand des écarts des intervalles 


(ao, ay), (a4, ap), ae (a — Gai): 


rs 
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Si, au lieu d’introduire un seul nouveau nombre intercalaire, 
on en introduisait p — r, il est clair, puisqu’on peut introduire 
un & un ces nombres intercalaires, que l’on peut écrire 


o<= 8 —S= (p—1) 9 (M— Mm), 


en désignant par ¥ la somme supérieure relative 4 la nouvelle’ dé- 
composition. On aura de méme pour les sommes inférieures 


o=r—S=<(p—1),(M—>m). 


Il est bien évident que ces inégalités subsistent lors méme que 
quelques-uns des nouveaux nombres intercalaires se confondent 
avec les anciens. 

Considérons maintenant trois décompositions 


Mig, Bie oy Ones Oy (Oey O,, «hy Ory Oiny (Ags Hig. weeps) 


et les sommes supérieures correspondantes 8, S’, ©. Les deux 
premiéres décompositions sont quelconques ; quant a la troisieme, 
je suppose que les nombres dp, &, ..., a ne soient autre chose que 
les nombres a, 41, ..., Gn_1, Gi, ---, @_4, @ rangés par ordre de 
grandeurs croissantes, en sorte que cette troisitme décomposition 
est obtenue soit en introduisant dans la premiére p — I nouveaux 


Mel IMGs) soit en introduisant dans 


nombres intercalaires ai, a‘ ate 


Dyed 
la seconde n — 1 nouveaux nombres intercalaires a,, a2, ..., G,_y- 


On aura évidemment, en vertu des inégalités précédentes 


Ge 6) Sania), OS) — 8! fn — 1) (Mm), 


240. — Ces préliminaires établis, j’arrive aux définitions. La 
fonction f(x) est dite inlégrable dans l'intervalle (a, a) s'il existe 
un nombre J jouissant de la propriété suivante : 

Toute somme relative 4 une décomposition quelconque de |’in- 
tervalle (ao, a) différe aussi peu qu’on le veut du nombre J, pourvu 
que les intervalles partiels soient suflisamment petits. D’une fagon 
plus précise, 4 chaque nombre positif ¢ correspond un nombre po- 
sitif 7 tel que la différence entre J et n'importe quelle somme rela- 
tive 4 mimporte quelle décomposition de l’intervalle (a, a) soit 
moindre que ¢, pourvu que, dans cette décomposition, |’écart de 
chaque intervalle partiel soit moindre que 7. 
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C’est ce que l’on exprime souvent en disant que le nombre 
fixe J (A supposer qu’il existe) est la limite d’une somme (variable) 
relative 4 une décomposition (variable) de l'intervalle (do, a), lors- 
que le nombre des intervalles partiels croissant indéfiniment, les 
écarts de ces intervalles décroissent indéfiniment. Le mot limite 
n’est pas pris ici dans le sens précis ot on l’a employé jusqu'ici ; 
mais l’idée est la méme: une somme relative 4 une décomposition 
dépend de cette décomposition, des valeurs choisies pour fi, f2, ..-3 
elle varie quand la décomposition ou les valeurs choisies pour 
fis fos «+» Varient ; pourvu que les écarts des intervalles partiels 
tendent vers 0, la somme s’approche de la limite J. = 

En supposant toujours l’existence de J, il est commode de dire 
d’une somme 


(ay — a) fy + (2 — i) fo +... (@ — p41) fan 


qu’elle est une valeur approchée de J, et une valeur aussi appro- 
chée qu’on veut, pouryu que les intervalles partiels soient sulfti- 
samment petits. 

Quoiqu’il en soit, si le nombre J existe, il est ce qu’on appelle la 
valeur de Vintégrale définie de la fonction f(x) prise dans l’inter- 
valle (a, a) ou encore entre la limite inférieure a, et la limite supé- 
rieure a; on le représente par le symbole 


se f(x) da, 


vay 


qui s’énonce somme de aa ade fx) dx. Le signe f est un § dé- 
formé, initiale du mot somme ; le symbole dx, placé & cédté de 
f(a), est la trace de ces différences a; —ag, @:— a1, .... A—Aa,_, 
qui figuraient dans la somme relative A la décomposition 
(a, a1, ..., a). La lettre d est l’initiale du mot différence. 

Les fonctions intégrables au sens précédent (sens de Riemann) 
constituent une classe particuliére parmi les fonctions bornées dans 
Vintervalle (a), a). Ce que je vais dire maintenant ne suppose pas 
que la fonction f(a) appartienne & cette classe, mais seulement 
quelle soit bornée. 


244. — Désignons par (E) Vensemble des sommes supé- 


rieures S : un nombre A appartient 4 (E) s’il es! une somme su— 
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périeure, c’est-a-dire s'il ya une décomposition telle que ia somme 
supérieure correspondante soit égale 4 A; un nombre A n’appar- 
tient pas & (E) s'il n'y a point de décomposition telle que la 
somme supérieure correspondante soit égale 4 A. Soit, de méme, 
(E) ensemble des sommes inférieures $. Les ensembles (BE) et (E) 
sont bornés en haut et en bas puisque tous leurs éléments appar- 
tiennent a lintervalle 


[(@p — a) m, (a) — a) M], 


en vertu des inégalités (3) du n° 239. La borne inférieure (J) de 
l'ensemble (E) et la borne supérieure (J) de Vensemble (E) sont 
ce qu’on appelle, l'une, Vintégrale par exces, l'autre, l'intégrale 
par défaut de la fonction f(x) dans V'intervalle (a, a) et on les 
représente respectivement par les symboles 


1 Jix)-de, iieic dx, 


qui rappellent la notation de l’intégrale définie, quand celle-ci 
existe. 

Ce rapprochement est naturel, en vertu de la proposition sui- 
vante : 

A chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif 7 tel 
que l'on ait a la fois, pour une mémic décomposition, 


pe NE) (ca ox<J—S<e, 


sous la seule condition que les écarts des intervalles partiels de la 
décomposition 4 laquelle se rapportent les sommes supérieure et 
inférieure S et S soient tous inférieurs a 7. 

Ici encore, en employant un langage sur lequel je me suis ex- 
pliqué plus haut, on dit que S et S sont respectivement des valeurs 
approchées de J et de J, aussi approchées qu’on veut, pourvu que 
les interyalles partiels soient suffisamment petits ; on dit aussi que 
les sommes S et S ont respectivement pour limites les nombres 
J et J, quand les intervalles partiels tendent vers o. 

Je raisonnerai sur les sommes supérieures. 
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Reprenons les notations de la fin du numéro précédent relatives 
aux trois décompositions 


(yy G45 s3cy Opals G)y. dg: Gs ng Wy 15) Ope Oui a), 


dont on spécifiera tout & l'heure les deux premiéres, et dont la 
troisiéme est déterminée dés que les deux premiéres le sont ; je dé- 
signerai toutefois par 4: (au lieu de 4) le plus grand des écarts des 
intervalles partiels de la premiére décomposition, ou un nombre 


plus grand. S, 8’, = sont toujours les sommes supérieures rela- 
tives aux trois accoiepositone On aura 


ox 
ox 


ee eee 
(p — 1) 4, (M — m), 


> 
_ 


wl Mi 


IA | 


et, par conséquent, 
ee se ee SSE 


Dea gn un nombre positif ¢ et choisissons ensuite un nom- 
bre positif ¢’ . D'aprés la définition méme de la borne*inférieure 
d'un pee ee " y a dans l'ensemble ( E )un élément dont la dif- 
férence avec J est moindre que ¢' ; soit S’ cet élément et choisis- 
sons pour (dp, aj, ..., @_,, @) une décomposition pour laquelle 
S’ soil la somme supérieure : p est alors déterminé; choisissons 
le nombre positif 4; de fagon que l'on ait 


ac 
n 


iS (p —1) (M — m)’ 


quelle que soit la décomposition (a, ai, ..-, An—1), pourvu que 
tous les écarts des intervalles partiels ne lipase pas 4,, on aura 


OS Bee ee oot 


On déterminera de méme un nombre positif yz tel que pour 
toute décomposition ot les écarts des intervalles partiels sont moin— 
dres que 72, la différence, positive ou nulle, J S soit moindre 
que ¢ et l’on prendra pour 7 le plus petit des nombres 7, 7p. 
proposition énoncée est entitrement démontrée. 


242. — La condition pour que la fonction f(x), bornée dans 
Vintervalle (ao, a), soit intégrable dans cet intervalle est maintenant 
bien claire; il faut et il suffit que les nombre J et J soient égaux. 
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La condition est nécessaire, puisqu’il y a des sommes relatives A 
une décomposition pour lesquelles les écarts des intervalles partiels 
sont aussi petits qu’on veut, et qui diflérent aussi peu qu’on le veut 
soit de J, soit de J. Elle est suffisante, car si l'on suppose J = J 
et si l'on désigne par J la valeur commune de ces deux nombres, 
a chaque nombre positif ¢, correspond un nombre positif 7 tel que 
lon ait, pour toute décomposition oti les écarts des intervalles 
partiels sont moindres que 7 


See egy Secs ee es 


dés lors, puisque toute somme § relative & la méme décomposition 
appartient 4 Vintervalle (S, S), on aura certainement |S —J|<é¢; 
et cette inégalité sera assurée pourvu que les écarts des intervalles 
partiels de la décomposition a laquelle S se rapporte soient moindres 
que 7 

Pour que l’on ait j= J, il faut et il suffit qu’a chaque nombre 
positif ¢ corresponde une décomposilion (do, ai, ..., @) telle que la 


différence 


S — S = (a, — ay) (My — m) + (a, — ay) (Mp — m) +... 
=r (a ae One (M, a Mn) 


entre les deux sommes supérieure et inférieure relatives a cette 
décomposition soit moindre que ¢ 

La condition est nécessaire puisque sil’ona J =J—=J, ily a® 
des décompositions pour lesquelles les sommes supérieure et infé- 
rieure different de J aussi peu qu’on le veut. 

Elle est suffisante ; on a, en effet, quelle que soit Ja décomposi- 
tion, 


oO 
\\ 
| 

lA 
is 
‘ 


il faut que le nombre fixe J 
nombre puisse étre rendu plus petit que tel nombre positif qu’on 


J soit al? pour que le dernier 


voudra. 
Quand la fonction f(a) est intégrable dans l’intervalle (ao, a), la 


valeur de l’inlégrale | f(a) dx appartient toujours a l’intervalle 
fie Ay 
(S, 8) quelle que soit la décomposition a laquelle se rapportent 
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les deux sommes §, S et l’écart S — S de cet intervalle est une 
limite supérieure de l’erreur que l’on commet en prenant pour 
lintégrale une somme quelconque relative a cette décomposition. 
En particulier la valeur de lintégrale appartient toujours & linter- 
valle [(a@ — ap) m, (a — ao) M]. 

La condition d’ intégrabilité peut encore étre transformée comme 
il suit. 

Pour que la fonction f(x) soit, intégrable dans l’intervalle 
(ao, 2) il faut et il suffit qu’A chaque couple de nombres positifs Kk 
et. % corresponde une décomposition (a, a, ..., @ telle que la 
somme des écarts des intervalles partiels ot l’écart de la fonction 
f(x) est supérieur ou égal a K soit moindre que @. 

Si, en effet, pour une décomposition quelconque (a, a, ..., @), 
on désigne par ¢ la somme des écarts des intervalles partiels ot 
lécart de la fonction est égal ou supérieur & K et si, d’ailleurs, on 
garde les mémes notations on aura évidemment ‘ 


k= S$ S= te =a) ® = o(M — wi). 


La condition est nécessaire, car lorsqu’on se donne Kk et z, la 
supposition Sn S < ak, entraine o <a. Elle est suffisante ; 
supposons en effet qu'elle soit vérifiée; si lon se donne le nombre 
positif é et si l’on choisit K et @ tels que l’on ait 


(a — a) K + 2(M — m) <e, 


on yoit qu'il y aura une décomposition pour laquelle S — S sera 
moindre que ¢. 

Cette derniére forme de la condition d’intégrabilité est due a. 
Riemann ; elle montre en particulier que si la fonction f (x) est 
intégrable dans lintervalle (a), a), elle est encore intégrable dans 
tout intervalle contenu dans celui-la. | 

C’est des fonctions intégrables que je m’occuperai surtout. Je 
n'ai guére parlé des intégrales par excés et par défaut, dont lintro- 
duction est due 4 M. Darboux ('), que pour mieux éclaircir la notion 
de lintégrale définie proprement dite. Toutefois avant de m’oc- 
cuper exclusivement des fonctions intégrables, je dois introduire 


('!) Annales de V Ecole normale, 2° série, t. TV. 
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queltyues notions ot interviennent soit les intégrales par excts ou 
par défaut, soit des considérations trés analogues A celles que je 
viens de développer. 


243. — Considérons un ensemble borné (E), dont tous les 
points appartiennent 4 l’intervalle (a, b). Je vais définir une fonc- 
tion f(a) dans cet intervalle : si a est un point de (E), on prendra 
f(x) = 1; si x n’appartient pas 4 (E), on prendra f(x) = 0. Cette 
fonction étant bornée, les intégrales par excés et par défaut (*) 


[row [sou 


ont une signification précise. La valeur de la premiére est [’élendue 
extérieure de l'ensemble (E), la seconde est l'étendue inlérieure de 
cet ensemble. Ces nombres ont été introduits dans Ja théorie des 
ensembles par M. G. Cantor et par M. Jordan. Lorsqu’ils sont 
égaux, lorsque la fonction f(«) est intégrable, au sens que l’on a 
donné a ce mot au n° 242, l’un ou l’autre est ce que l’on appelle 
la mesure de l'ensemble (E) au sens de M. Jordan. 

Sil’on se reporte a la définition des intégrales par excés ou par 
défaut, on voit que la somme supérieure relative 4 une décomposi- 
tion est la somme des écarts des intervalles partiels auxquels ap- 
partient quelque point de l'ensemble (E), que la somme inférieure 
est la somme des écarts des intervalles partiels dont tous les points 
appartiennent a (E). Ces deux sommes sont des valeurs appro— 
chées des étendues extérieure ou intérieure de (E), aussi approchées 
qu'on veut, pourvu que les écarts des intervalles partiels de la dé- 
composition soient assez petits. 

L’ensemble (E,), complémentaire de Vensemble () par rapport 
a Vintervalle (a, b), est, par définition, ensemble des points de 
cet intervalle qui n’appartiennent pas 4 (E). Si l’on considére une 
décomposition quelconque de l’intervalle (a, b), un intervalle par- 
tiel qui contient quelque point de (KE), contiendra un point qui 
nappartient pas a (E,), il ne figurera donc pas dans Ja valeur ap- 


(1) Putilise ici, comme je I’ai fait d’ailleurs déja au n° 239, lexposition de 
M. de la Vallée-Poussin, ans son Cours d’ Analyse infinilésimale. ; 
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prochée de 1’étendue intérieure de ]’ensemble (E,); ne figureront 
dans cette valeur approchée que les intervalles qui ne contiennent 
aucun point de E, c’est-A dire ceux qui ne figurent pas dans la 
valeur approchée de l’étendue extérieure de (I); d’ot celte con- 
clusion : 

Si (I) et (E:) sont deux ensembles contenus dans Vintervalle 
(a, b) et complémentaires par rapport a cet intervalle, la somme 
de l’étendue extérieure de l'un et de l’étendue intérieure de l'autre 
est égale Ab — a. 

L’étendue extérieure d’un ensemble contenu dans Jintervalle 
(a, b) et dense dans cet intervalle est égale & 6 — a; son étendue 
intérieure est nulle. 

L’étude de la mesure des ensembles a fait l’objet de recherches 
tres intéressantes (’). 


' 244, — Observons d’abord que si l’on considére un ensemble 
dénombrable dont les éléments soient des intervalles, il est permis 
ce parler de la somme des écarts de ces intervalles ou, plus brie- 
vement, de la somme de ces intervalles) : c'est, en la supposant 
convergente, la somme de la série dont les termes, tous posilifs, 
sont ces écarts; si la série divergeait, on pourrait dire que la 
somme des intervalles est infinie; c’est d’ailleurs au cas oti elle 
converge que se rapporte ce que l’on va dire. 

Un ensemble de nombres ou de points (E) est dit de mesure 
nulle lorsqu’i chaque nombre positif ¢ correspond un ensemble 
fini ou dénombrable d’intervalles dont la somme est moindre que ¢ 
et tels que chaque point de (I) appartienne au moins A l'un de ces 
intervalles. 

Il suit de la que tout ensemble dénombrable est de mesure 
nulle; en effet, si on se donne le nombre positif ¢, on peut former 
une série 4 termes positifs 

Ty +t Ug te ane EE Up I aoe 


dont la somme soit moindre que ¢; il suffit pour cela de partir 


(') Voir, en particulier, les Lecons sur la théorie des fonctions de M. Borel et 
les Legons sur Vintégration et la recherche des fonctions primitives de M. Lebesgue. 

Je ne dois pas citer ce dernier ouvrage sans signaler l’extension de la notion 
dintégrale qu'on y trouve. Malgré l’importance considérable de cette extension, 
elle m’a paru en dehors du cadre de Ja présente Introduction. 


‘ 
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d'une série convergente 4 termes positifs quelconque, ayant pour 
OES a ee 
somme A, et de multiplier chacun de ses termes par a, en dési- 


gnant par 4 un nombre positif quelconque plus petit que ¢. Ceci 
posé, puisque (EK) est dénombrable, on peut en faire correspondre 
les éléments aux nombres de la suite naturelle 1, 2, 3, ... : on re- 
gardera l’élément qui correspond au nombre n comme le centre 
dun intervalle dont l’écart soit égal & uz; la somme des intervalles 
sera lasomme de la série u, -+ UW +... + Un+...3 la proposi- 
tion énoncée est évidente. 

Par exemple l'ensemble des nombres rationnels qui appartien- 
nent a l’intervalle (o, 1) est dénombrable ; il est donc de mesure 
nulle, au sens qu’on vient de dire. Il est clair que le mot mesure 
est pris ici dans un sens différent de celui de M. Jordan; l’ensem- 
ble considéré, qui est dense dans tout l’intervalle (0, 1), a une 
étendue extérieure égale 4 1, une étendue intérieure égale 4 0; il 
n'a pas de mesure au sens de M. Jordan. 

La pensée d’un ensemble de mesure nulle, au sens qu'on a ex- 
pliqué plus haut, et dense dans un intervalle choque quelque peu 
notre intuition spatiale, et le précédent exemple montrera peut- 
étre au lecteur qu il ne faut pas se fier outre mesure a cette intui- 
tion, si féconde qu'elle soit: il justifiera peut-étre aussi 4 ses yeux 
la minutie de certaines démonstrations. Quoiqu il en soit, je péne- 
trerai un peu plus avant, en indiquant, d’aprés M. Borel (*), 
quelques résultats intéressants. 


245. — Considérons, d’une part, l’intervalle (a, b), et, d’autre 
part, un ensemble (I), formé d’intervalles, qui peut, d’ailleurs, étre 
fini ou infini, dénombrable ou non; je dirai que cet ensemble (1) 
recouvre l’intervalle (a, b), ou que les intervalles de (I) recouvrent 
(a, b) pour dire que chaque point de (a, b) est intérieur a quelque 
intervalle de l'ensemble (I). Ceci posé, on a le théoréme suivant, 
dont j’emprunterai la démonstration a M. Lebesgue (?) : 

Si l'ensemble d’intervalles (I) recouvre lintervalle (a, 6), il 
existe un nombre fini d'intervalles, appartenant tous a (1), dont 
l’ensemble (Iy) recouvre (a, b). 


(‘) Lecons sur la théorie des fonctions, p. 42. 
(?) Legons sur V'intégration, elc., p. 109. 
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Supposons en effet que l’ensemble (1) recouvre (a, 6). Soit (FZ) 
Vensemble des points de (a, b) tels que lVintervalle (a, x) soit 
recouyert par un nombre fini d’intervalles appartenant a (I); tout 
revient 4 démontrer que b appartient 4 (2). Observons d’abord que 
l'ensemble (£) contient certainement des points : tels sont les points 
de (a, b) intérieurs a l'intervalle de (1) auquel a est lui-méme in- 
térieur. Soit la borne supérieure de ]’ensemble (EF), ensemble 
dont tous les points appartiennent & (a, b) ; le point x» appartient 
lui méme a (a, 6), soit qu'il appartienne 4 “F’), ou qu'il en soit un 
point d’accumulation, Il y a donc un intervalle (%, fo, apparte- 
nant 4 (I), auquel Je point a, est intérieur; il y a un point 
x(a, <<a) appartenant A (Z) et suflisamment rapproché de a 
pour étre intérieur a la fois 4 (a, b) et & (a, (oo). Puisque le point 
a, appartient a (£), c’est que lintervalle (a, «,) est recouvert par 
un nombre fini d’intervalles appartenant 4 (I): adjoignons a ces 
intervalles, qui recouvrent (a, ,), Vintervalle (Zo, (oo). sil n’en fait 
pas déja partie: on obliendra ainsi un ensemble {ini d’intervalles 
qui recouvrira manifestement l’intervalle (a, 2), pourvu que « soit 
un point intérieur a (%, (oo) ; en d’autres termes, a est certaine- 
ment un point de (EF) pourvu que « appartienne & (a, b) et soit in- 
térieur & (%, (40). En particulier a appartient &(£); enfin a est 
égal a 6; car si l’on avait a < b. ily aurait, au-dela de a, des 
points de (a, b) qui seraient intérieurs & (ao, (oo) ; & ne serait pas 
la borne supérieure de (EF). 

Il suit de 14 que, sil’ensemble (1) recouvre Vintervalle (a, b) et 
s'il est dénombrable, en sorte qu’on puisse parler de la somme des 
intervalles qui le composent, on peut tre assuré que cette somme 
dépasse (6 — a): en effet, la somme des intervalles de (I) est au 
moins égale 4 la somme des intervalles de (Io) ; ces derniers inter- 
valles étant en nombre fini et recouvrant (a, b), leur somme est 
cerlainement supérieure & 6 — a; c’est ld un point sur lequel il 
me semble inutile d’insister. 

Inversement, si ’on part d'un ensemble dénombrable d’inter— 
valles (1), et sil’on sait que lasomme ¢ des interyalles de cet en- 
semble est inférieure & b — a, on peut étre certain qu il y a des 
points de lintervalle (a, b) qui n’appartiennent & aucun des inter- 
valles de (I). 


Supposons en effet, pour arriver 4 une contradiction, que chaque 
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point de (a, b) appartienne & quelqu’un des intervalles de (1). Il 
ne lui sera pas nécessairement intérieur; mais il est aisé de con— 
struire un ensemble dintervalles (I’) dont la somme sera encore 
inférieure a b — a, et tel que chaque point de (a, b) soit intérieur 
aun intervalle de (I’); il suffit pour cela, en conservant son centre 
a chacun des intervalles de (I), d’agrandir un peu cet intervalle 
en le multipliant par (1 + @); la somme des intervalles de (I') 
sera g(t + @) et il suffira de prendre le nombre positif 7 assez 
petit pour que cette somme soit moindre que (b — a) : tout point 
qui appartenait &un intervalle de (I) sera jintérieur a I’intervalle 
correspondant de (I'); ainsi, dans I’hypothése ou nous nous pla- 
cons, l'ensemble (I') recouvre enticrement lintervalle (a, 6); il y 
a alors un ensemble fini (I,), contenu dans (I’), dont les intervailes 
ont done une somme au plus égale 4 ¢(1 +4) < b—a, dont 
enfin les intervalles, en nombre fint, recouvrent (a, 6) : labsurdité 
est manifeste. 

Soit donc, en supposant toujours que la somme ¢ des intervalles 
de (I) soit moindre que 6 — a, (E) l'ensemble des points de (a, b) 
qui n’appartiennent 4 aucun des intervalles de (I); je dis que (E) 
n’est pas dénombrable; si, en effet (E) était dénombrable, sa 
mesure serait nulle; il y aurait un ensemble (3) d’intervalles, ayant 
une somme @’ inférieure 4 b — a — ga, et tels que chaque point 
de (12) fat intérieur 4 quelque intervalle de (3) ; l'ensemble (I) + (3) 
des intervalles qui appartiennent soit a (I) soit a (J) recouvrirait 
(a, b); la somme des intervalles de cet ensemble (I) +- (9) serait au 
au plus égale 4¢ + ¢’ et par conséquent moindre que b — a; on 
a vu que cela était impossible. 

Ce dernier résultat, l’impossibilité qu’il y a & ce que l'ensemble 
(E) soit dénombrable, n’a rien de surprenant lorsque cet ensemble 
contient tous les points d’un intervalle contenu dans (a, b), mais 
il n’en est pas toujours ainsi. 

Prenons, par exemple, pour l'ensemble dénombrable (1) un 
ensemble d’intervalles dont les centres sont les points 4 abscisse 
rationnelle de l'intervalle (0, 1) et pour lequel la somme des inter- 
valles soit moindre que 1. L’ensemble (E) est l'ensemble des points 
de Vintervalle (0, 1) dont aucun n’appartient a un intervalle de (1) ; 
si m, m'’ désignent deux points de cet ensemble, il y a certaine— 
ment entre m et m' un point r a abscisse rationnelle; il est le 
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centre d’un des intervalles de (1) qui sépare ainsi les deux points 
m, m'; entre deux points quelconques de Vensemble non dénom- 
brable (E), il y a des points qui n’apparliennent pas a (E): il est 
- impossible que tous les points d’un intervalle, si petit qu'il soit, 


appartiennent & (E). 


246. — Soit f(a) une fonction de & définie dans Vintervalle 
(a, a) ; Je désignerai sous le nom de somme = S relative é a la décom- 
position (ao, a, ..., Ana, @) (@o < a1 << a2 <<... <a), la somme 


% = | f(a1) — f(a) | + | f (42) — fla) | + + + | S(@) — flan) 


La fonction f(a) est dite @ variation bornée dans lintervalle 
(a, a) sil existe un nombre positif A qui dépasse toutes les 
sommes X, relatives aux diverses décompositions possibles de 
Vintervalle (a,, a). 

Si la fonction f(a) est & variation bornée dans l'intervalle (@, a), 
elle est aussi a variation bornée dans tout intervalle (a, i) contenu 
dans (a, @), puisqu’on peut faire figurer les nombres @, 6 parmi 
les nombres intercalaires. Toute somme relative 4 une décomposi- 
tion de Vintervalle (%, (5 6) est moindre que A. On a d’ailleurs. 


| f(a) — f(a) | S| flr} — f(ao) | 1 f(@) — fas) | +. 
+ | f@) —f(@r—1) |< A 


et par suite, | f(a) |< A + | f(a) | ; six est un point quel- 
conque de l'intervalle (ao, a), la fonction est & variation bornée 
dans l’intervalle (a, ) et l’on a aussi 


| fl) | <A + | (a0) 


toute fonction A variation bornée dans un intervalle est bornée 
dans cet intervalle. 

Une fonction qui est non-décroissante, dans l'intervalle (ay. a), 
ou non-croissante (n° 463), est a variation bornée; en effet toutes. 
les sommes sont égales a f(a) — f(ao) dans le premier cas, & 
— | f(a) — f(ao)| dans le second. 

Si la fonction f(a) est & variation bornée dans l'intervalle (a,@), 
l'ensemble des sommes & relatives aux diverses décompositions de 
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cet intervalle est borné en haut. Sa borne supéricure V (a, a) est 
la variation totale de la fonction f(x) dans Vintervalle (ay, a) : elle 
est au plus égale a A. Il est clair que, si l’on supprime quelqu’un 
des nombres intercalaires aj, a, ..., GQn—1, lasomme »& reste la 
méme ou diminue; que, si on introduit de nouveaux nombres inter- 
calaires, tout en conservant les anciens, la somme > reste Ja méme 
ou augmente; quil y a parmi les sommes ¥ des nombres aussi 
voisins qu'on le veut de V (a, a). ll y a en particulier des sommes 
> aussi voisines qu'on le veut de V (ao, a) et pour Jesquelles les 
intervalles particls sont aussi petits qu’on le veut : il suffit en effet 
de partir d'une quelconque X) des sommes »& telle que l’on ait 
o= V— >, <¢, et de subdiviser ensuite les intervalles en intervalles 
partiels, plus petits que la limite qu’on s’est fixée. Mais on ne 
peut affirmer ici, en général, comme pour les intégrales par exces 
et par défaut, qu’une somme > differe aussi peu qu’on le veut de 
Via, a) pourvu que les intervalles soient suflisamment petits, 
parce que l’introduction ou la suppression d’un nombre interca-— 
laire ~ pour lequel la fonction serait discontinue peut modifier la 
somme * d’une quantité finie, quelque petits que soient les inter- 
valles. Il est aisé de voir que, si la fonction f/x) est continue dans 
Vintervalle (a, a) et si elle est a variation bornée dans ce méme 
intervalle, les choses se passent comme pour les intégrales par 
exces et par défaut : une somme & est aussi approchée de la varia— 
tion totale que l’on veut, pourva que les intervalles partiels soient 
suffisamment petits. 

En effet, si l’on. désigne par O le plus grand des écarts de la 
fonction f(x) relatifs aux intervalles (a, ai), (1, @2) «.. (Qn—4, a), 
on reconnait sans peine que l’introduction d’un nombre intercalaire 
dans la suite a, 4, ..., dn—1, ane peut augmenter lasomme > que 
de 29 au plus; Vintroduction de r nombres intercalaires ne peut 
d>méme augmenler X que de 2 ro; d’autre part on sait que A) 
peut étre supposé aussi petit qu'on le veut, pourvu que les inter— 
valles partiels soient suffisamment petits (n°? 1464); dés lors la 
démonstration du n° 241, avec quelques petits changements que le 
lecteur fera de lui-méme, conduit a la proposition énoncée. 

Supposons toujours que la fonction f/x) soit 4 variation bornée, 
Une somme 2» relative & la décomposilion (a, @,, «+-, Gn—1s 4) 
de Vintervalle (a,,a) est la somme des valeurs absolues des 
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différences 
f(a) — f(a)» f (4) = [ (4), ery I (4) — f (Gn—1): 


Parmi ces différences, si ]’on ne tient pas compte de celles qui 
sont nulles, les unes sont positives, les autres sont négatives ; soit 
p la somme de celles qui sont positives, — n la somme de celles 
qui sont négatives ; & chaque décomposition correspond un nombre 
p et un nombre 7; on va montrer que l'ensemble des nombres p et 
Yensemble des nombres n qui correspondent aux diverses décom— 
positions possibles sont des ensembles bornés en haut et que leurs 
bornes supérieures que je désignerai par P (a, a), N (a), @) satis— 


font aux relations 


P (a,, @) + N (a,, a) = V (a, @) 


() P(a), a) — N(ay, a) = f(a) — f(a). 
On a en effet, pour la décomposition considérée 
(2) p+n=S p—n=f(a)—f(a). 


La premiére de ces égalités (2) montre que les nombres _positifs 
p,n ne peuvent dépasser X et, par conséquent, V (a,, a); l'ensemble 
des nombres p et l'ensemble des nombres n sont donc bornés en 
haut. Ceci posé, si l'on se donne un nombre positif ¢, il y a cer— 
tainement une décomposition pour laquelle les nombres ¥, p,m 
différent respectivement de leurs bornes supérieures V (a,, 4a), 
P (a, a), N(a, a) de quantités moindres que ¢ : en effet, ilya 
certainement trois décompositions telles que les trois nombres po- 
sitifs ou nuls V (a, @) — X, P(a@, a) — p, N(a, a) — nm soient 
moindres que ¢, étant entendu que ¥ se rapporte A la premicre 
décomposition, p &la seconde, n-d la troisitéme; rangeons par 
ordre de grandeur tous les nombres intercalaires qui entrent dans 
ces décompositions : il en résultera une quatriéme décomposition 
ott les nombres Y, p, n seront remplacés par des nombres  ¥’, P’> 
s égaux; done les nombres toujours positifs ou nuls 
V (a, @) — X', P(a, a) —p, N(aq, a) — n’ seront, a fortiori, 
plus petits que ¢. Dés lors, les deux égalités (1) sont des consé- 


n’, au moin 


quences évidentes des égalités (2). 
Dans le cas ot la fonction f(a) est non-décroissante dans !’in- 
tervalle (a, @), il est clair que Yon a V (a, a) = f(a») — f(a) 
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P (a), a), N(q, a) = 0; si la fonction f(a) est non-croissante, 
on a au contraire V(a, a) = f(a,) — f(a) = — N(a,, a), 
Pig, a= 0. 

Si, en supposant a << b < ¢, la fonction [(a) est & variation 
bornée dans les intervalles (a, b), (b, c) elle est évidemment A va— 
riation bornée dans l’intervalle (a, ¢); je dis de plus que l’on a 


( ¥ (a, e} = V (a, 6) V G@, ¢) 
(3) P.(a, ec} == P (a,b) P ec) 
N (a, c) = N (a, b) + N(8, c) 


Occupons-nous de la premiere de ces égalités. 

Employons pour distinguer ce qui se rapporte aux divers in- 
tervalles, les notations X (a, b), ¥/b, c), X (a, c) : elles désigneront 
des sommes formées comme celles que l’on a désignées précédem- 
ment par &, et relatives 4 des décompositions des intervalles (a, b), 
(hh, @)(G;'c): 

Si la décomposition de l’intervalle (a, c) 4 laquelle se rapporte 
la somme X(a, c) est obtenue par la juxtaposition des deux décom- 
positions des intervalles (a, b), (b, c) auxquelles se rapportent les 
sommes (a, b), ¥(b, c), il est clair que l’ona 


(4) Z(a, c) = Xfa, b) + Z(6, ce). 


Donnons-nous un nombre posilif¢ : il existe une décomposition 
de l’intervalle (a, c), une décomposition de l’intervalle (a, 6), une 
décomposition de l’intervalle (b, c) telles que les différences res— 
pectives entre les quantités V (a, c), V(a, 6), V (6, c) et les sommes 
x(a, c), ¥(a, 6), X(b, c) quise rapportent a ces décompositions 
soient moindres que ¢; mais, pour ces sommes, l’égalité (4) n’est 
pas vérifiée, en général. Rangeons par ordre de grandeur croissante 
tous les nombres qui figurent dans ces trois décomposilions, y 
compris les nombres a, b. c; il en résultera trois nouvelles décom- 
positions des intervalles (a, c), (a, 6), (b, ¢) telles que la premzire 
résulte manifestement de la juxtaposition des deux derniéres ; pour 
ces nouvelles décompositions l’égalité sera vérifiée; mais les nou- 
velles sommes ¥/a, c), S(a, 6), ©(b, c) sont supérieures ou égales 
aux anciennes, puisque les décompositions auxquelles elles se rap- 
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portent se déduisent des anciennes en introduisant de nouveaux 
nombres intercalaires ; les nouvelles différences 


V (a, c) — 5(a, ¢), V(a, 6) — Z(a, b), V(b, ce) — (6, ¢), 


qui sont toujours positives ou nulles sont certainement plus petites 
que ¢; il faut donc que l’égalité 


Via, ch V (a, 6) + V (6, ¢) 


soit vérifiée, puisqu’il y a des nombres aussi voisins qu’on le veut 
de V(a, c), V(a, b), V(6, c) qui vérifient cette égalité. 
Les formules 


qui sont des conséquences immédiates des égalités (1), et les for- 
mules analogues relatives aux intervalles (b, c), (a, c), permettent 
de déduire de la premiére égalité (3) la seconde et la troisieme de 
ces égalités. 

Il me sera commode d’avoir remarqué que, si une décomposition 
de Vintervalle (a, c) résulte de la juxtaposition de deux décom- 
positions des deux intervalles (a, b), (b,c), ona 


ivi (a, c) — X(a, c)| = [VQ@, b) — X(a, b)] + [V(b, c) — x(b, c)] 


et que les trois différences entre crochets sont positives ou nulles ; 
par conséquent, on sait que la premiére est plus petite que le 
nombre positif¢, on est certain qu'il en est de méme des deux autres. 


247. — Supposons que la fonction f(x) soit A variation bornée 
dans l’intervalle (a, b) : si les nombres @, (6 appartiennent a cet 
intervalle, les symboles V (z, (3), P(a, (3), N(a, B) ont, par ce qui 
précede, une onthtater, en claire, pourvu que @ soit moindre 
que (; il est tout naturel de leur attribuer la valeur o yess 
be égal 4 @; j’exclus le cas ot f serait inférieur 4a. P (a, 6), 

N (a, (2) sont positifs ou nuls. 
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On a, en supposant que x appartienne 4 Vintervalle (a, 5), 


Ff (2) — fla) = P (a, x) — Nia, x); 


puis, en supposant que h soit positif et que « + h appartienne 
aussi a l’intervalle (a, 6) 


P(a, x + h)=P(a, x) + P(a,x +h), 
N(a, « + h) = N(a, x) + N(x, a + hj; 


les deux derniéres égalités montrent que les fonctions P(a, #), N(a, x) 
[et par conséquent, la fonction V (a, x)] sont non-décroissantes - 
dans l'intervalle (a, 6). En vertu de la premiére égalité, on voit 
que la fonction f(a) peut étre, dans l’intervalle (a, 6), regardée 
comme la différence entre deux fonctions non-décroissantes. 

Si la fonction /(a) est non-décroissante dans l’intervalle (a, a), 
la fonction N (a, «) est constamment nulle; c’est au contraire la 
fonction P (a, x) qui est toujours nulle quand la fonction f(x) est 
non-croissante. 

Si la fonction f(a) est continue et a variation bornée dans I’in- 
tervalle (a, 6), les fonctions V(a, x), P(a, x), N(a, «) sont con- 
tinues dans le méme intervalle. 

A cause des relations, valables dans tout l'intervalle (a, b), 


2P(a, x) = V(a, x) + f(x) — f(a), 
aN(a, x) = V(a, ~) — f(z) + f(a), 


il suffit évidemment de démontrer la continuité de la fonction 
Nid, 0): 

Soit ¢ un nombre positif donné; il lui correspond un nombre po- 
sitif 7 tel que l’on ait | f(a") — f(x) | <¢ sous la condition que « 
et x’ appartiennent 4 l'intervalle (a, 6) etquel’on ait | a’—a | <y, 
tel aussi que la différence positive ou nulle V(a, b) — X(a, 6) 
soit moindre que ¢ pourvu que tous les intervalles partiels de la 
décomposition 4 Jaquelle se rapporte la somme X/(a, b) soient 
moindres que 7. Soient maintenant ¢, (& deux nombres quel- 
conques appartenant a l’intervalle (a, 6) et dont la différence soit 
moindre, en valeur absolue, que 4. Considérons une décompo- 
sition de Vintervalle (a, b) ou ~,  soient deux nombres consécu- 
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tifs et telle que tous les intervalles particls soient moindres que 7, 
les sommes X(a, @), X(a, (2) qui interviendront plus loin, se rap- 
porteront 4 cette décomposition arrétée au nombre @ ou au 
nombre 3; d’aprés une remarque antérieure, les différences po- 
sitives ou nulles V(a,~) — S(a, %), V(a, 8) — X(a, 3) seront 
moindres que ¢; on a d/ailleurs 


B(a, a) = Z(a, 8) | f(@) — ft) | 
en prenaut le signe + ou le signe — suivant que 2 est plus petit 
ou plus grand que ~. On aura donc 
V(a, 8) — V(a, «) =[V(a, 8) — ¥(, B)] — [VG@, a) — 2 (a, 4)] 
= (fle) — f(P)] 


et par conséquent 
| V(a, B) — V(@, #) | < 28, 


sous la seule condition (§ — @ < y. La proposition est démontrée. 
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248. — Revenons maintenant aux fonctions intégrables. 

On a démontré au n° 242 que, pour que la fonction bornée f(a) 
soit inlégrable dans V’intervalle (ag, a), il faut et il suflit qu’on 
puisse, a chaque nombre posilif ¢, faire correspondre une décom- 
position (a, @, ..-,@,4, @) de lintervalle (ay, a), telle que lon ait 


(a,— ao) (M,—m,)- (a,— a,)(M,—m,) ++... (a—ay_1) (Mp—mn)<e, 


en désignant par M,, m,, par M,, m,, ..., par Mn, my les bornes 
supéricures et inférieures de la fonction jx) dans les intervalles 
partiels (a), @,), (@,,@,), ..., (,_4, @). 

Cette condition montre tout d’abord que, si la fonction f(x) est 
intégrable dans l’intervalle (aj, a), elle est intégrable dans tout 
intervalle contenu dans J’intervalle (a, a). De méme, si une 
fonction f(x) est intégrable dans les deux intervalles contigus 
(a, b), (b, c) elle est intégrable dans l’intervalle (a, ¢). 
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Toute fonction f(a) continue dans l’intervalle (ao, a) est inté- 
erable dans cet intervalle. 

Si, en effet, la fonction f(a) est continue, 4 chaque nombre 
positif ¢ correspond un nombre positif 7 tel que, dans tout inter- 
valle contenu dans (ao, a) et dont l’écart est moindre que 7, lécart 
de la fonction soit moindre que ¢; si donc les écarts des intervalles 
partiels de la décomposition (a, a), ..., @) sont moindres que 7, 
la somme 


(a,—a,) (M,—m,) + (a,—a,) (M,—m,) +... + (@ —a@,—1) (Mn— mn) 


sera moindre que (a — ao)¢. La proposition est démontrée. 

Si la fonction f(a) est définie dans Vintervalle (a, a) et si, dans 
cet intervalle, elle est soit non-décroissante, soit non-croissante 
(n° 463), elle est intégrable dans cet intervalle. 

Placons-nous dans Je premier cas ; on a alors 


M, = f(a), M, = f(@,). --) Ma = f(a), 
mM, = f (do), My = f(a,)) -++y Mr = f(%-1); 
d’ot 
(a, —a)) (M,—m,) + (ay--a,) (M,—m,) +... ++ (a—a,_1) (M,—m,) 


= (4,— 4) [f(4,) —f(40)] + (42 a,)[ f(a2)——f(a,)] +... 
+ (a—4n_1) [f() —f(an_1)] 


Soit y le plus grand des écarts des intervalles partiels ; le second 
membre est au plus égal a 


al fas) — f(ao) + f(4a) — fas) + oe + f(@) = f(an=s)] 
= a[f(a) —f@)l; 


si l’on se donne le nombre positif ¢, il suffira de prendre 


€ 


1S fia) = feer 


249. — Si une fonction f(x), bornée dans l’intervalle (a,, a), 
est intéerable dans cet intervalle, ilen sera de méme d’une fonction 
bornée F(x) égale a la fonction f(a) pour toutes les valeurs de x 
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appartenant 4 l’intervalle (a), a), sauf quelques valeurs en nombre 
limité, et l'on a 


[“fevae =| Fees: 


si, en effet, pour les deux fonctions f(x), F(a) on consideére par 
exemple deux sommes supéricures relatives 4 une méme décom- 
position, on voit que les éléments de ces deux sommes ne peuvent 
différer que pour les intervalles partiels auxquels appartiennent 
des valeurs de % qui rendent différentes les deux fonctions fx), F (a); 
la différence entre Jes deux sommes peut donc étre supposée aussi 
petite qu’on le veut, puisque ces intervalles sont en nombre limité; 
le méme raisonnement s’applique & deux sommes inférieures re- 
latives au méme mode de décomposition, etc. 

Il est bier aisé de voir que la proposition subsisterait si l’en- 
semble des valeurs de « pour lesquelles les deux fonctions 
f(x), F(a, different était infini, mais d’étendue extéricure nulle. 

Sil’on aa, <6< cet si la fonclion f(x) est intégrable dans 
Vintervalle (a,, a), ona 


uty 


fa)de = ic dar + i ian 


Si, étant donnée une fonction fa) dans un intervalle (ay, a), on 
peut décomposer cet intervalle en intervalles partiels tels que dans 
chacun d’eux la fonction soit, ou continue, ou constante, ou non- 
croissante, ou non-décroissante, la fonction sera susceptible d’in- 
tégration dans lintervalle (a), a) et 'intégrale définie relative & cet 
intervalle sera la somme des intégrales relatives aux intervalles 
partiels. 

On a supposé jusqu’ici ay <a. Lorsqu’on a a, >a et que la 
fonction f(a) est intégrable dans l’intervalle (a, a,), on pose 


il J(e)de = — { "fle)de, 
ay v/a 


et cette égalité peut étre regardée comme une définition du premier 

membre; du reste, on reconnait immédiatement que la définition 
I Ms .e r ’ . 

de l’intégrale, donnée au n° 240, s applique dans ce cas, avec des 
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modifications insignifiantes dans le langage. Si l'on a a = a, 
Vintégrale, par définition, est nulle. 

On n’aura aucune peine A démontrer que, si la fonction /(«) 
est intégrable dans le plus grand des intervalles bornés par deux 
des trois nombres a, b, c, ona 


[sere + [peyde + [fete 


Cette égalité subsiste si deux des nombres a, b, ¢ sont égaux. 

Si f(a) et (a) sont des fonctions intégrables dans l’intervalle 
(a, a), on voit tout de suite que, en désignant par A et B des 
constantes quelconques, la fonction 


Af(x) + Be (x) 


est aussi intégrable dans le méme intervalle et que l’on a 


Lore + Be(ax)|de = Nit ue Bf a 


Si les deux fonctions bornées f(x), g(a) sont intégrables dans 
Vintervalle (ao, a), il en est de méme de la fonction f(x) x o(a). 

Supposons en effet que, dans un méme intervalle, les bornes 
inférieures des deux fonctions f(x), (a) solent respectivement m, p. 
et leurs écarts d, 0; on aura, en désignant par x et a’ deux va— 
leurs quelconques appartenant a cet intervalle, 


f(z) =m+ hd, fej=n> h'd, 
0 (x) =] Fase 45, 9 (x) S= se nO, 


h, h'n, 7’ étant des nombres qui appartiennent a l’intervalle (0, 1); 
on en déduit 


f(a) X ela) — f(a!) x ofa") == (h — h') ud + (1 —2!) m3 + (hen — i'd ; 


si donc on désigne par P un nombre positif supérieur aux valeurs 
absolues de m et jz, on voit que, dans l’intervalle considéré, |’écart 
de la fonction f(#) < @(a) sera moindre que 


P(d + 6) + de; 
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ceci posé, considérons une décomposition (a), dy, ---» Ant a) de 
V'intervalle (a,, a) : soient d,, dy, ,.., dn et O,, Dyy -o0s O, les 
écarts des fonctions f(a) et o(a) dans les intervalles partiels 
(Ao, Q;), (Gy, Q), «+, (ns 2); Si A est un nombre auquel les va- 
leurs absolues des fonctions f(x), g(a) restent inférieures dans 
V'intervalle (a,, a), la somme S des écarts de la fonction fx) 9 (x, 
dans les intervalles (ao, a,), (4, G2), -.., (Gn_1, @), respectivement 


j/? 


multipliés par les écarts de ces intervalles, sera moindre que 


(4 a [A(d, + oy) 4 d,3,] + (a, ay) [A(d, a) d,o,| 
+ ee (a — ay_1) [A (dn + Ons) + Gan) 3 


dés lors, si ¢ désigne un nombre positif arbitraire, on peut, 
puisque les fonctions f(x), 9(@) sont intégrables dans l’intervalle 
(a, a), supposer la décomposition telle que l’on ait 


(a, Sap ay) d, + (a, a a,)d, + ste + (a So Ay _1)dy — g, 
(a, — ay)’, + (a, — ay)8, +... + (4 — Gps) on SE; 


si donc on désigne par B un nombre positif égal ou supérieur a 
lécart de la fonction ¢(a) dans Vintervalle total (a,, a), au moins 
égal par conséquent 4 chacun des nombres 0,, 02, ..., Ox, On aura 


S< (2A + Bhe; 

puisque ¢ est arbitraire, et que les nombres A et B sont fixes, on 
voit que la décomposition peut étre supposée telle que la diffé- 
rence 5 entre deux sommes supérieure et inférieure soit moindre 
que tel nombre que l’on voudra; la fonction fv) x g(a) est donc 
intégrable dans Vintervalle (a, a). 

On démontrera d'une fagon analogue que, si g(a) est une fonction 
bornée intégrable dans lintervalle (a); a), et dont la valeur absolue 


reste supérieure & un nombre positif A, la fonction @(@) sera inté— 
‘ 


grable dans le méme intervalle. 


250. — La définition de Vintégrale définie permet, lorsqu’on se 
donne la fonction & intégrer et les limites de Pintégrale, d’obtenir 
des valeurs approchées de l’intégrale définie, mais ce n’est que dans 
des cas trés particuliers qu’elle fournit la valeur exacte de cette 
intégrale ; je me contenterai de citer l’exemple suivant : 
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Soit, en désignant par ~ un nombre quelconque différent de 1 
en valeur absolue, 
os 
J= | log (t — 2% cos a + a?) de, 


JOA 


La fonction log (1 — 2¢@cos x + a?) étant continue dans | inter— 


r 


valle considéré, elle est intégrable, et l’on a par définition 


i=n—I 4 
3 ard : 
1) == hin = SS log {1 — 2% cos — + @? 
| 2 I 
n= * 
%=0 
—n——1 


. wv ix 2 
= hm > log || I — 2% cos — + 2°); 
nr 


n==90 Z 
——e) 


mais, en vertu d'une identilé bien connue, on a 


<=. 


ik < __ (a? — 1) (« — 1) 
[I] (= 22008 F428) = paet : 


i=o 


on aura donc 


oo n I+ 4 
ou 
= TT a—tI 
J= im — [tog ——— -+ log (27 — 1); 
Si +4 
suivant que @ sera, ou non, compris entre — 1 et + 1; dans le 


premier cas, J est manifestement nul; dans le second cas, l’identité 
log (#2” — 1) =n log a + log (1 — . 
to) ee 0g Sais 8 g2n 


montre que J a pour valeur z log z?. 
On apercoit bien que c’est erice & une circonstance trés parti- 
8 
culiére que l’on a pu parvenir au résultat final. 


251. — L’évaluation des intégrales définies, la recherche des 
fonctions primitives sont deux problemes connexes, ainsi qu ‘il 
résulte de la proposition suivante. 
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Si, dans l’interyalle (a), a), la fonction F (x) admet pour dé- 
rivée la fonction f(a) [ce qui implique la continuité de F (x)], et st, 
dans ce méme intervalle, la fonction f(a) est bornée et intégrable, 
ona 


Jf fee) de = Pla) — F(a) 


Soit, en effet, (a), a,, ..., Gn—,;, a) une décomposition quel- 
conque de l’intervalle (a), 4) ; on aura, en vertu de la formule des 
accroissements finis (n° 216), 


F(a) —F(a,) = F(a,) —F(a,) + F(a) —F(a,) +... + F(@) — F(an—1) 
= (a, — a) f(@,) + (2 — 4,) f (ors) +. + (a@— On.) f (>), 


en désignant par ,, %, ... & des nombres intérieurs respective- 
ment aux intervalles (a), a,), (@,, a2), -.. (d,_,, a). La différence 
I (a) — F(a,) peut donc étre regardée comme une des sommes 
relatives 4 une décomposition quelconque (a,, @,, ..-, @), sommes 
dont la considération est le point de départ de la définition de 


a 
Vintégeale f f(x)dx. Si la fonction f(x) est intégrable dans 
ag 


Pintervalle (a,, a), c’est quil y a un nombre J dont s’appro- 
chent autant qu’on le veut les sommes relatives & une décom-— 
position quelconque pourvu que les intervalles partiels soient 
suffisamment petits. Ce nombre J est donc égal A F (a) — F(a). 
Tel est le cas si la fonction f(a) est continue, ou a variation 
bornée, dans V'intervalle (a), a). Mais le seul fait, pour une fonc- 
tion f(a), d’étre la dérivée d’une fonction F(a), n’implique pas 
Vintégrabilité de cette fonction. 

Les conclusions auxquelles on vient d’arriver peuvent se déduire 


en partie de l'étude de la fonction de a (*). 


wv 


ole) = [fleas 


way 


(+) Il convient de remarquer que, dans la notation usuelle 


ft f (a)da 
a 


la lettre & n’a pas le méme sens dans f(x)dx et comme limite supérieure de 
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ot: l’on suppose que x appartienne a l'intervalle (a,, a) et que la 
fonction f(a) soit bornée ct intégrable dans cet intervalle. 


Ona 
(c — a,)m <= o(x) = (a— a)M, 


en désignant toujours par met M les bornes inférieure et supé- 
rieure de la fonction f(a) dans l'intervalle (a), a); la fonction 
g(x) est donc bornée dans cet intervalle; soient (a, «, + Ah) un 
intervalle contenu dans (a,, @) et my, M, les bornes inférieure ‘et 
supérieure de f(a) dans cet intervalle ; la quantité 


ry th 
@ (# + h) —¢ (a) 1 [ noe 


h h 


vy 


apparliendra a l’intervalle (m,, M,); elle sera au plus égale, en 
valeur absolue, au plus grand p. des nombres |m| et |M|; l’iné- 
galité 


|e (> + h) — 9 (x)| S Alu 


montre clairement que la fonction (x) est continue pour tout 
nombre x, appartenant a l’intervalle (a), a). 

Si la fonction f(x) est continue pour « — «,, l’écart de l'inter- 
valle (m,, M,), auquel appartient aussi la valeur de f(a,) peut étre 
supposé moindre que le nombre positif ¢, pourvu que l’on ait 
|h| <y, en désignant par 7 un nombre positif, correspondant a ¢. 
Sous les mémes conditions, on aura donc 


La fonction 9 (x) admet f@) pour dérivée, en tout point de 
Vintervalle (a), a), oti la fonction f(a) est continue. Si cette fonc- 
tion est continue dans tout I intervalle, g(a) admettra, dans tout 
Vintervalle, f(a”) pour dérivée. 


Vintégrale : la notation précédente veut dire la valeur pour z = @ de la fonc- 


tion de z 
© (z) =f fide. 
ag 
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Il convient, en passant, de faire la remarque suivante : sil’ona 
dy <a <aet si f,(x), f,(a) sont des fonctions continues dans les 
intervalles (a), a), (a,, @), mais telle que l’on n’ait pas 


to (a,) — hi (a1), 


une fonction f(a) définie dans Vintervalle (a,, a) par cette condi- 
tion qu’elle soit dans l’intervalle (a), a,) constamment égale a 
J, (x) et, dans V'intervalle (a,, a) constamment égale a f, (x), sauf 
pour la valeur «=a,, qui lui fait acquérir la valeur f(a,) = f,(4,), 
sera (n° 248) intégrable dans |’intervalle (a,, a); dans ce méme 
intervalle, la fonction 


est continue; elle admet pour dérivée f,(x) dans Vintervalle 
(ay, a,) et f(a) & Vintérieur de Vintervalle (a,, a) (n° 206); pour 
a =a,, elle admet /,(x) pour dérivée 4 droite et f(a) pour déri- 
vée & gauche. On voit, sur cet exemple simple, que la continuité 
de la fonction @(a) n’entraine pas l’existence de la dérivée. 

Je rappelle maintenant la question posée au début de ce chapitre : 
Une fonction f(a) étant donnée. dans l’intervalle (a). @) existe-t-il 
une fonction dont f(s) soit la dérivée dans cet intervalle ? 

Je laisse de cdlé le cas ot la fonction f(a) est discontinue. 

Dans le cas ot f(a) est continue dans l'intervalle (aj. a), la 


fonction 
(a) = [fleas 
any 


admet f(a) pour dérivée dans l'intervalle (aj, a). Toutes les fonc— 
tions qui jouissent de la méme propriété s obliennent en ajoutant 
a celle-la une constante arbitraire. 

Inversement, si l’on connait une fonction F (a) définie dans l’in- 
tervalle (a), @) et admettant f(a) pour dérivée, on peut étre certain 
qu'il existe une constante C telle que l’on ait, pour toutes les va- 
leurs de # appartenant a l’intervalle (a,, a), 


F(x) +C= | fejae: 
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cette égalité devant subsister pour w = a,, il faut que l’on ait 


F(a) + G=oa: 


on aura donc 


oe) = [ fle) de = Fe) — F(a). 


Par exemple on aura 


H 63 rp 
da * da a 
— = log g, — = log — 
mE x ola wa a 


en supposant x positif dans la premicére égalité, « et 2 de mémes 
signes dans la seconde ; 


"ZL Le 
| dx ; fe dx ' 
———_— = are toe ——"_. —arc ter —arc tea 

5 gx, 2 8 $4; 
vJ/0 1 x Alin Lei oe 


quels que soiert a et x; 


en supposant a et « compris entre — 1 et + I. 
Je rappelle que les valeurs des fonctions are tg a, arc sin # ap— 


, - re, m 2 
partiennent toujours a l’intervalle {| — —. 3) 
2 2 


On désigne souvent par le symbole 


| fete 


la fonction primitive de la fonction f(a); la valeur de ce symbole 
n’est déterminée qu’a une constante prés. On lui donne le nom 
dintégrale indéfinie. On peut le regarder comme une intégrale 
définie dont la limite supérieure serait « et la limite inférieure 
arbitraire. 

On écrit par exemple 


dx: : 
= are tee, cos « dx = sin 2x, 7 Se 
1+ 2 


ev 
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C’est Vobjet de l'un des chapitres du calcul intégral que de faire 
connaitre des classes trés étendues de fonctions f(x) dont on peut 
obtenir les fonctions primitives exprimées au moyen des fonctions 
algébriques, des fonctions ec”, logx, tga, arc tga, ... et des com— 
binaisons de ces fonctions; un autre probléme, qui peut donner 
lieu A des développements indéfinis, est le suivant : des propriétés 


\ 
) 


de la fonction donnée f(@) déduire les propriétés de la fonction 


i : f(a) da; 


on peut, par exemple, chercher 4 retrouver les propriétés de la 
fonction logarithmique en partant de la définition 


* da 
log « = ; 
ee 


et l’on comprend comment la fonction logarithmique, si elle n’avait 
pas été connue avant | invention du calcul intégral, se serait introduite 
d’une fagon nécessaire pour répondre a cette question : quelle est la 


fonction dont la dérivée est _ > la fonction logarithmique aurait 


ensuite conduit a la fonction e* dont elle est la fonction inverse ; on 
pourrait en dire autant des fonctions arc tg x et tg w, etc. On con- 
coit ainsi comment le probléme posé au début de ce chapitre con- 
duit inévitablement 4 la définition de nouvelles fonctions transcen- 
dantes. L’étude des propriétés de ces fonctions, des relations qu’elles 
ont entre elles ou avec les fonctions précédemment connues, a, 
dans le siécle précédent, conduit & des résultats considérables, 
dont il est impossible de préyoir le terme. 


252. — On adéji eu plusieurs fois l’occasion de s’appuyer sur ce 
fait que, si l'on suppose la fonction f(a) finie et susceptible d’inté- 
gration dans l’intervalle (a), a), la valeur de l’intégrale 


J= / f(w) de 


/ dy 


appartient a l’intervalle [m (a — a), M(a — a,)]|, en désignant par 
M et m les bornes supérieure et inférieure de la fonction f(x); il 
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est naturel de se demander si la valeur de J peut atteindre une des 
bornes de lintervalle auquel elle appartient, la seconde, par 
exemple. 

Si l'on considére une décomposition (a,, a,,..., G1, @) de l’in- 
tervalle (a), a), J apparuient a l’intervalle borné par les deux nom— 
bres 


(a, — a))m, + (a, — a,)m, + ... + (a — ay_s)My, 
(a, — a,)M, + (a, — a,)M,+ ... + (a — ay_1) Mp. 


en désignant par m,, m,, ..., Mn, M,, M,, ..., M, les bornes infé- 
rieures et supérieures de Ja fonction dans les intervalles partiels ; 
puis donc que les nombres M,, M,, ..., M» sont au plus égaux a 
M, J ne peut étre égal a 


(a — a,)M = (a, — a,)M + (a, —a,)M + ... + (a — a,_1)M 


que sil’ona 


Mee Ne eet 


Par conséquent le nombre J ne peut étre égal a (a — a,)M que 
dans le cas ol, quels que soient les nombres différents p, ¢ appar- 
tenant a l'intervalle (a), a), la fonction f(a@) aM pour borne supé- 
rieure dans l'intervalle (p,q); s'il en était ainsi et si l’on savait 
d’ailleurs que la fonction f(a) est continue dans l’intervalle (a), a), 
ou que cet intervalle peut étre décomposé en un nombre fini d’in- 
tervalles partiels tels que dans chacun d’eux la fonction fit, ou 
continue, ou croissante, ou décroissante, ou constante, on pourrait 
affirmer que, dans Vintervalle (a,, a), la fonction fa) est constam- 
ment égale a M. 

De méme, pour que le nombre J fit égal 4 (4 — a,)m, il fau- 
drait que, dans tout intervalle (p, q) dont les limites p, q, Suppo- 
sées distinctes, appartiennent a lintervalle (a), a), la borne infé- 
rieure de la fonction f(a) fit égale a m. 

Par conséquent, sauf dans les cas exceptionnels qui viennent 
d’étre précisés, on peut affirmer que le nombre J est égal au pro- 
duit de a—a, par un nombre p. compris entre m et M, ces 
limites étant exclues. En particulier, si, dans tout l’intervalle (a,, a), 
on a f(x) =o, on peut affirmer que l’intégrale, en supposant 
a > dy, est positive ; elle ne pourrait étre nulle que si, dans tout 
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intervalle contenu dans (d,, a), la borne inférieure de la fonction 


était nulle. 
Si la fonction f(x) est continue, il y a (n° 186) un nombre € 
appartenant & l’intervalle (a), a) tel que Von ait 


f(§) =. 


On peut donc écrire 


(1) Jf fede = af; 


on peut méme supposer dans ce cas le nombre € différent de a, et 
de a; soient en effet x’ et x” les deux nombres de l’intervalle (a,, a) 


pour lesquels on a 
f(e)=M, f(e')=m; 
la fonction continue f(a) — jy. étant positive pour 2 = a’, négative 


x’, sannule pour un nombre € compris entre a’ et x’, 


~ 


POUL a == 
par conséquent compris entre a, et a et distinct de ces limites. 

Si F (a) est une fonction qui, dans lintervalle a), a), admette 
f(z) pour dérivée, on aura 


{fede = F(a) — Fla, 
an 
et Pégalité (r) deviendra 

F (a) —F (a) (a — a) f(); 


cette égalité exprime le théoréme démontré d’une autre facon dans 
le n°? 216 ; mais, & la vérité, la nouvelle démonstration suppose la 
continuité de la dérivée f(a) de la fonction F (x), continuité qui 
n’était pas supposée dans la premiére démonstration. 

On peut aussi établir de la méme fagon une formule analogue & 
celle du n°? 230; je vais le faire en suivant une méthode due 4 
M. Darboux ('), et qui, d’ailleurs a été utilisée déja au n° 234. 


(1) Sur les développements en série des fonctions d’une seule variable (Journal de 
Liouville, 3° série, t. IL, p. 295). 
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Soit 9 (¢) un polynome entier en / du degré n, et f(a) une fonc- 
tion de « admettant des dérivées premiére, seconde, ..., (n-- a jee 


fe fron fOr (@); 
je suppose que la derniére de ces dérivées soit continue. 
Considérons la fonction de 1 
W(t) = o (1) f(a + ae — hel) (1) fl (@ + ht) 
4. heel) (2) f" (ae RL) (1) hte (1) fot) (@ At) 
++ (— 1p be (Df (e+ ht, 
ou fh est une constante et oti o' (t), g(t), ..., y™ (é) sont les déri- 


vées successives du polynome © (/); en prenant les dérivées des 
deux membres par rapport a /, on trouvera (n° 240, 234) 


Ww! (t) = (— 1)" b+ 0 (t) fH) (@ + Al). 


On en déduira, en intégrant entre les limites o et 1, 


w (1) — ¥ (0) = (—1)" wre [oly geoe (@ + hé)at, 


ou, en désignant le second membre par R, et en remarquant que 
ven Soa) 4 p() (<0) i (7) (>) 4 
g™ (1) est égal a o” (0), puisque 9” (t) ne dépend pas de Z, 


pro) | One) = 712) 
Se . ee eee oss CRC 
ee Dera Wee AOE 2) 
+. 


— (= 1)" fe (2) fO (© +B) — 9 (0) f (0)] + By. 


Si, dans cette formule, on remplace oO t) par (1 — t)” et que 
’on divise les deux m (—+ ©)" 1.2... 7%, OW aura 
Yond les deux membres par (— 1 "1.2 2 


fe+)—-f@= f@+ ife+ 
ae ae pe (x) + as ; (1 = tyr per (x + ht) di 
a he Gee D2 sae Poh esi 


253. — Soient o(a) et /(#) deux fonctions finies et intégrables 
dans l’intervalle (ao, a) ; 11 en sera de méme de leur produit ; sup- 
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posons que, dans cet intervalle, la premiére fonction g(a) ne soit 
jamais négative, ou jamais positive, on aura 


a a 
fp O(a) f (ar) doe [ 9 (x) dz, 
a vu 9 

en désignant par un nombre compris entre la borne inférieure m 
et la borne supérieure M de la fonction f(a) dans lintervalle 
(a, a) (y ; sauf dans des cas exceptionnels, que la démonstration 
précisera suflisamment, on peut aflirmer que le nombre vp. est dis- 
tinct des nombres m et M. Je supposerai, pour la démonstration, 
que la fonction 9 (#) ne soit jamais négative. Les fonctions 


e(@)M—f(@)], e(@)Ef(e)—m), 


ne sont, en vertu des hypothéses que l’on a faites, jamais néga- 
tives dans J’intervalle (a, a); leurs bornes inférieures sont donc, 
ou nulles, ou positives; on a donc, d’aprés le théoréme démontré 
dans le numéro précédent, 


i ¢ (x) [M — f(x) |de z= 0; 


/ uM 
1) ; a 
fl 9(x) (f(z) — mjdx =o; 
\ 
on ne pourrait avoir le signe = dans la premiere inégalité que si 


la fonction 
°(x) [M — f(x)] 


avail, pour borne inféricure o dans tout intervalle contenu dans 
Vintervalle (ao, a) ; de méme pour la seconde inégalité; 
D’ailleurs, les inégalités qui précédent équivalent aux suivantes : 


a a a 
(2) m { 0 (x) dx i 9 (w) f(x) de = wf © (x) dx, 
/ ay a a 


qui démontrent la proposition énoncée. 


(1) On donne souvent a ce théoreéme le nom de premier théoréme de la 
moyenne. 


CHAPITRE Vil. — INTEGRALES DEFINIES 37 


Sila fonction f(a) est continue dans l’intervalle (a), a), il y aura 
une valeur € appartenant A cet intervalle pour laquelle on aura 


et l’on pourra écrire 


lb 9 (x) f (a) da ere | vier: 


Sil y aun intervalle contenu dans l’intervalle (a), a) dans lequel 
la fonction ¢ (a) ait une borne inférieure autre que zéro et dans le- 
quel la fonction continue f(a) ne soit pas constante, on peut affir- 
mer que le nombre € est diferent de a et de a. Dans ce cas, en 
effet, il y aura un intervalle contenu dans l’intervalle considéré et 
dans lequel les fonctions M — f(a), f(x) — m ne s’annuleront 
pas et resteront supéricures a un certain nombre positif; il en sera 
de méme du produit de ces fonctions par o(x); en sorte que le 
signe = devra étre exclu des inégalités (1) ou (2); au reste, si 
l'on désigne par a’, x’ les valeurs appartenant a i intervalle (ao, @) 
pour lesquelies on a 


f= fe) 7, 


les inégalités (2) équivalent a dire que la fonction continue de x 


fie) | eteyde — f° a(oh flea 


(ou les intégrales doivent étre regardées comme des constantes), 
est positive pour «—a', négalive pour «= «"; cette fonction 
s’annule done pour un nombre € compris entre x’ et a", distinct 
de ces nombres et par cons¢quent de a et de a. 

En se reportant, par exemple, a l’expression considérée a la fin 
du dernier paragraphe, 


ay 


| (x — 1)" fO+ (w + he) dt, 


on voit que cette expression, si la fonction de /, f'"*" (a + ht), 
est continue dans l’intervalle (0, 1), peut s’écrire 


1 


pov (a om) [ (o—aprdn 1 pero (e+ oh) 
oO 
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6 étant un nombre compris entre zéro et un; en multipliant cette 
hn 


quantite par Cart 


de Taylor, donnée par Lagrange. 


, on retrouye l’expression du reste de la série 


Considérons encore |’expression 


ae da 
J — = = = = — ’ 
o ViI— 2’) (1 — k?x?) 


ou la constante i? est supposée plus petite que un et ott la limite 
supérieure x de l'intégrale est un nombre positif plus petit que 
un; on aura, en désignant par € un nombre compris entre zéro 
eb. 


J 1 — Wh? == arc sin x, 
et par conséquent 


sin (J f1 — kh?) <a < sin J. 


254. — Au théoreme qui fait l'objet du numéro précédent se 
rattache une autre proposition, un peu plus cachée, 4 laquelle on 
donne habituellement le nom de second théoréme de la moyenne (*) ; 
elle est due 4 O. Bonnet et repose sur le lemme d’Abel établi au 
n°? 138. 

Je ferai d’abord la remarque suivante: Soit f(a) une fonction 
bornée et intégrable de la variable @ dans l’intervalle (ao, a) ; soit 
( Gap 1s) sii eieg, a) une décomposition de l'intervalle (a, a) en 
intervalles partiels : désignons par fo, fi, ---» fr—1y fn les valeurs 
de la fonction f(x) pour les valeurs do, @1, ..., dy—4, @ attribuées 
4 la variable a; la somme 


(4, — ap) fo + (a2 — a) fi +... + (a i) Ia 


sera une valeur approchée de Vintégrale 


i f(a) de, 


(*) Mémoire sur la théorie générale des séries, dans les Mémoires couronnés et 
Mémoires des savants étrangers, publiés par l’Académie royale de Belgique 


oe. SME Ray 
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et l’erreur commise en substituant la somme a V'intégrale sera au 
plus égale 4 la somme 0 des écarts de la fonction f(s) dans les in- 
tervalles partiels (a, a,), (a, @), ..., (Q,_4, @) respectivement 
multipliés par les écarts a; — a, @2 — a. ..., A — 4,_, de ces 
intervalles ; de méme les quantités 


(4, — a) fo, 


8. = (a, — a) fo Fe (a, aa ay) fi ’ 


| 


Ss} 


. . . ° . . ° 


8; = (a, — a) fo + (Q — ii) fra a — 0-1) fi-s 


pourront étre prises pour des valeurs approchées des intégrales 


ay ay a; 
He fe\dz, ib TAP) Oy ene f(x) dx 
ay / dy e/ M4 


et, pour chacune d’elles, l’erreur sera moindre que QO; si donc on 
désigne par Ay et A les bornes inférieure et supérieure, dans l’in- 
tervalle (a, a), de la fonction 


fs dic 


on peut affirmer que les quantités s;, s2, ..., s, appartiennent 
toutes 4 Vintervalle (A, —%, A +0); enfin, je rappelle que, si ¢ 
est un nombre positif arbitrairement donné, on peut supposer la 
décomposition (dy), ai, ..., @,. ,, @) telle que l’on ait d <e. 

Ceci posé, soil /x) une fonction de la variable x qui, dans l’in- 
tervalle (a, a), ne soit jamais négative, qui, en outre, soit non— 
croissante ; la fonction f/x) o/x) sera intégrable dans Vintervalle 
‘do, a s 

Si, tout en conservant les notations précédemment adoptées, on 
désigne par %, 01, ---, n1 les valeurs de la fonction 9 (x) pour 


i 


les valeurs ao, a4, ..., @,_, attribuées a Ja variable ~, la somme 
5 = (a, — Ay) fo'Po + (a, — ay) fie +...+(a— Ce oy h Pe Pn—1> 


sera une valeur approchée de l'intégrale 


J = f(x) ¢(x)da, 
a9 
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et la décomposition (a, ds, ..., Qn_1, @) peut étre supposée telle 
que les conditions précédemment imposées, relatives a la fonction 
fix), soient vérifiées et que l’erreur commise dans ’évaluation de 
la derniére intégrale soit moindre que ¢. Dés lors les quantites 
Oo, 01, ++) Ons Etant toutes positives (ou nulles) et formant une 
suite non croissante, et les quantilés so, 5;, .--, 8,—, apparlenant 
toutes & Vintervalle (Aj — ¢, A + ¢), la quantité S apparliendraa 
Vintervaile |(/ Ay — ¢ go, (A+ é) |, ainsi qu'il résulte de Videntité 


a OS, —- YY (s2 = 51) = One Pn—1 (Sn ra Sut) 
= 0 (%o ee ©) + 83 (1 7 2) a sin S74 (Yp_2 v, Qn—1) == SnPn—1) 


dans le dernier membre de laquelle toutes les quantités 


Hi TAU Saseraan se 7 


’ 


—o 


ts 
n—2 Tn—1> yYn-1 


sont positives ou nulles ; mais les inégalités 
(Ao — §)% SS 
S—excJ<S8 +e, 
entrainent les suivantes : 
Ao®o — €(%9 + 1) << J < Ag + ¢(¢9 + :1)3 


et, comme ¢ peut étre pris aussi petit que l’on veut, il faut que l'on 
ait 

Ag? SISA‘; 
c'est la proposition que j’avais en vue. Enrésumé, si, dans Vinter- 
valle (a), a), la fonction f(a) est bornée et intégrable, si, dans le 
méme intervalle, la fonction 9 (x) n'est jamais négative et, en ou- 
tre, non-croissante, on aura 


(1) o(us)Ao< | f(e) o(a) de <o(a)A. 


ai) 


en désignant par Ay et A les bornes inférieure et supérieure de la 


fonction de x, 
[fen 
ay 


continue dans l'intervalle (a, a). 
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Les inégalités (1) donnent lieu a la remarque suivante: si la 
fonction 9 (a, n'est pas continue pour la valeur 7 == ay qui, dans 
l’énoncé du théoreéme comme dans la démonstration, est supposée 
plus petite que a, celte fonction, lorsque le nombre a tend vers ay 
par des valeurs décroissantes, tend vers une limite, puisque, dans 
ces conditions, elle ne décroit jamais et reste toujours inféricure ou 
égale a 9 (do) ; désignons, en adoptant une notation employée par 
Lejeune Dirichlet, cette limite par 9 (a) + 0) ; sila fonction (a, 
était continue pour # = dp, le symbole © (a) + 0, ne représente— 
rait pas autre chose que o) ‘do)- Dans tous les cas, la valeur de l’in- 
tégrale 


An 
f(2) 9 (2) de 
aX 
ne serait pas modifiée, si lon remplagait la fonction (x) par une 
fonction ® x) égale 49 (a) + 0, pour 4 = a, et 49 x, pour tou- 
tes les autres valeurs de « appartenant a l’intervalle (a, a); d’ail- 
leurs la fonction ® ‘« jouirait des propriétés requises pour l’appli- 
cation du théoréme ; on peut donc substituer aux inégalités (1, les 
suivantes, ou les nombres Ay et A conservent les mémes significa- 
tions : 
a 


(2) Noe (a+ 0) <<] fle) 9 (w)de < Ae (a + 0). 


ay 


Enfin, la fonction de z, 


L 
fie) de, 
a) 
devant prendre n’importe quelle valeur B appartenant a l’inter- 
valle (Ay, A) pour une valeur € de «. appartenant a l'intervalle 
(a), a), les inégalités précédentes peuvent étre remplacées par 
Végalité 


a] 


(3) fF) 2(a)de = e(ae +0) f° fle), 


ue dg 


£ étant un nombre dont on sait seulement qu’il appartient a lin- 
tervalle (ao, a). 
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Weierstrass a transformé ce dernier énoncé de maniére A obtenir 
une proposition applicable 4 une fonction (a) qui, dans l’inter— 
valle (ao, a), est ou non-croissante, ou non-décroissante. 

Supposons qu'on soit dans le premier cas, la fonction 


e(2) —¢(a—0), 


T 


ot. 9 (a — o) désigne la limite vers laquelle tend l’expression 9 (a), 
lorsque « tend vers a par des valeurs croissantes, sera non-crois- 
sante dans l’intervalle (ap, a) et ne sera négative pour aucune va— 
leur de w appartenant a cet intervalle ; on pourra donc lui appli- 
quer le théoréme qu’exprime l’égalité (3) et on aura ainsi 


f(a) [2(#) — ¢(a—0)]de = [¢(a +0) —¢(a—o)] | * f(e)de, 
a a) 
ou 
(4) f(x) o(x)dx = 9(a) + 0) : J(x)dx + 9(a—o) i feds 
ao a) 4S 


é désigne toujours un nombre appartenant a lintervalle (a, a). 
C’est Végalité que j’avais en vue ; elle subsisterait, si dans l’inter= 
valle (do, a) la fonction @ (x) était non-décroissante ; on le verra 
5 Ur ae m (op See KS 1) 7 eee 
en remplagant dans l’égalité (3) (a) par g(a — 0) — g(a). 
255. — On a supposé jusqu’ici, lorsque l’on a considéré une 
intégrale définie 


ML 
[ io) (x) da, 
v ao 
que, dans V'intervalle (a), a), la fonction (a) était bornée; on 
peut étendre Ja notion d’intégrabilité 4 des fonctions qui ne satis- 
font pas A cette condition, 
Soit (ao, @) un intervalle et supposons que, quelque petit que 
soit le nombre positif ¢ < a — ay, la fonction g(a) soit bornée et 
intégrable dans l'intervalle (a, a — ¢) ; si la quantité 
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définie tant que ’on a 0 <¢ <a — a, tend vers une limite J 
lorsque ¢ tend vers zéro (par valeurs positives), il sera naturel de 
regarder le nombre J comme étant, par définition, la valeur du 
symbole 


Cette circonstance se présentera nécessairement si la fonction 


o (a) est bornée et intégrable dans lintervalle (a, a), puisque alors 


y(¢) est une fonction continue de ¢ et la nouvelle définition du 
symbole 


coincidera avec celle qui avait été primitivement adoptée ; mais la 
quantité désignée par ¥(¢) peut avoir une limite, lors méme que la 
fonction (a) ne serait pas bornée dans lintervalle (a — ¢, a), 
lors méme qu’elle ne serait pas définie, ou n’aurait pas de sens pour 
“£ = a; on sait, par exemple, que l’on a, quel que soit le nombre 
os compris entre zéro et un, 


= ane Sin) ne 


lorsque « tend vers 1 par valeurs croissantes, le second mem- 


A ule as ate 2 k 
bre tend vers la limite 5 ; il en est nécessairement de méme du pre- 


F 3 F I 5 - one. : 
mier, quoique la fonction ;———; erandisse indéfiniment quand 
2 V1 Seo 
x tend vers 1 par valeurs croissantes et qu'elle n’ait point de sens 
: I Sy. 
pour « = 1. On dira que la fonction ae est intégrable dans 


lintervalle (o, 1) et l’on écrira 


Ce qui vient d’étre dit pour la limite supérieure a de Vintervalle 
s’applique 4 la limite inférieure a ; on pourra écrire, par exemple, 
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Supposons maintenant que, > étant un nombre compris entre 
ay eta, la fonction g(a), quelque petits que soient les nombres 
positifs <, 7, soit bornée et intégrable dans. les intervalles 
(a, b—2), (b + 7, a) et que la quantité 


Ag 


x2, 4) = | o(a) dx + | o (x) dx, 
e' dy e/b +4 


définie tant que l’on a 
omexihb—a, o<myn<a— b, 


tende vers une limite J lorsque les nombres ¢, 4 tendent vers zéro. 
On dira que la fonction ¢ (a) est intégrable dans lintervalle (ao, a) 
et l’on écrira 


e/g 


c’est ce qui arrivera certainement si la fonction 9 #) est bornée et 
intégrable dans l’intervalle (b —<, b + 4), et par conséquent dans 
Vintervalle (a), a); mais cela pourrait arriver sans que la fonction 
g(a) fat bornée dans l’intervalle (6 — <, b + 7), lorsméme qu’elle 


n’aurait point de sens, ou ne serait pas définie, pour « = b. Par 
exemple, dans tout intervalle qui ne contient pas zéro, la fonction 
aga Means ¢ I y = 7° 
Vz a pour dérivée 3 Va? on en conclut, ¢ et y étant posilifs, 
a xv 


lorsque ¢ et y tendent vers zéro par des valeurs positives, le second 
membre a pour limite le nombre 6; telle est done aussi la limite 


du premier membre; Ja fonction ya qui grandit indéfiniment 
ye 


quand « tend vers zéro, qui n’a pas de sens pour 2 = 0, est inté- 
erable dans l’intervalle (— 1, + 1) et ona 


+1 
("ee 
C7 yx 


En disant en général que ~(¢, 4) tend vers la limite J lorsque 
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<, 7 tendent vers zéro par des valeurs positives, on entend qu’A 
chaque nombre positif ~ correspond un nombre positif tel que 
les inégalités 


pales Ose 


entrainent linégalité 


x (¢, yn) —J | <a. 


C’est ce qui arrivera évidemment si les deux intégrales dont 
7,4) est la somme tendent respectivement vers des limites quand 
é, 4 tendent vers o et c'est ce qui n’arrivera que dans ce cas, comme 
le lecteur n’aura pas de peine 4 s’en convaincre. 

Un exemple simple montrera comment l’expression ¥(<, 4), 
lorsque les deux intégrales dont elle est la somme n’ont pas de 
limites, peut s’approcher de valeurs tres différentes quand on fait 
tendre ¢, 7 vers o. 

Soit, en conservant les notations antérieures, 


on aura 


b—e m a ~~ 
‘i _ de ji ae if ait = log ; e b ' log € 
Hk dom btn &— — ay 4 


il suffit de faire tendre < et 4 vers o de fagon que leur rapport ait 
pour limite un nombre positif arbitraire / pour que le second 
membre tende vers la limite 


log i + log hk. 


En restant 4 ce point de vue, on n’attribuera donc pas de si— 


af p (x) dx 
ag 


° . r Ait. aby 
si les deux intégrales dont la somme est 7 (¢, 4) ne tendent pas 
vers des limites lorsque ¢, 7 tendent vers o. 

Le cas ou cette somme tend vers une limite lorsqu’on suppose 


gnification au symbole 
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4 = et quee tend vers o est, toutefois, digne d’intérét : la limite 


vers laquelle tend alors 


b—e a 
ft. © (x) dx + © (x) dx 
a b+e 


est ce que Cauchy a appelé /a valeur principale de Vintégrale 


= © (x) dx. 
a4 


En me bornant toujours aux valeurs qui appartiennent & un in- 
tervalle (a), a) et b étant une de ces valeurs, je dirai d’une fonction 
© (x) qui peut n’étre pas définie ou n’avoir pas de sens pour «= b, 
mais qui est définie pour les valeurs voisines appartenant a |’inter- 
tervalle (a, a), qu’elle devient infinie aux environs de b, si quelque 


grand que soit le nombre positif P, ona 
| ¢(@) | =P 


pour des valeurs de a qui appartiennent 4 Vintervalle (a,, a), qui 
sont différentes de b, mais aussi voisines de b qu’on le veut. Il 
résulte du n° 460 qu'une fonction définie dans lintervalle (a,, a) 
et qui ne devient pas infinie aux environs de quelque valeur appar- 
tenant d cet intervalle, est nécessairement bornéc. 

Si une fonction ¢ (a) est définie pour -toutes les valeurs de x ap- 
partenant & l’intervalle (a, a) sauf, peut-étre, pour un nombre li- 
mité de ces valeurs, si elle ne devient infinie qu’aux environs d’un 
nombre limité de valeurs appartenant 4 l’intervalle, si enfin elle est 
intégrable dans tout intervalle contenu dans (a, a) auquel n’appar-— 
tient aucune des valeurs de « aux environs desquelles la fonction 
devient infinie, il est clair qu’on pourra étendre & cette fonction les 
considérations développées au début de ce numéro et chercher si 
elle est, ou non, intégrable dans l’intervalle (a) a). Gomme dans le 
cas ot la fonction ne devient infinie qu’aux environs d’une seule 
valeur de 2, on raménera, en décomposant lintervalle (a,, a) en un 
nombre suflisant d’intervalles partiels, le probleme au cas ot la 
fonction ne devient infinie qu’aux environs, soit de la limite supé- 
rieure, soit de la limite inférieure de l’intégrale. Les raisonnements 
étant les mémes pour les deux limites, je ne considérerai que la 
limite supérieure. 
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256. — Soit donc 9 (#) une fonction qui, quelque voisin du 
nombre a que soit le nombre €, compris entre a,< a et a, soit 
bornée et intégrable dans I’intervalle (a9, €); il s’‘agit, en supposant 
que la fonction ¢ («) devienne infinie aux environs de « = a, de 


reconnaitre si Vintégrale 


tend vers une limite lorsque € tend vers a par des valeurs crois- 
santes. 

C’est un probléme de méme nature que celui qui consiste A re- 
connaitre si une série donnée est convergente ou non. 

On remarquera d’abord que rien n’empéche, quand on cherchei 
répondre seulement a la question posée, de substituer au nombre 
a un nombre fixe quelconque compris entre a et a, mais distinct 
de a. 

Le théoréme du n° 458 fournit immédiatement la régle suivante : 

Pour que lintégrale proposée ait une limite, il faut et il suffit 
qu’a chaque nombre positif ~ corresponde un nombre a’ < a, tel 
que les inégalités 


ee 8 


[ewe Ee GIE 


mais l’application de cette régle générale est souvent malaisée et il 


entrainent l’inégalité 


ne sera pas inutile de donner des régles particuli¢res qui, dans des 
cas assez étendus, permettent de trancher la question. 

Supposons que la fonction @ (a) puisse se mettre sous la forme 
f(x) («), f(«@) étant une fonction bornée et intégrable dans 
Vintervalle (a, a) et Y (a) étant une fonction qui devienne infinie 
aux environs de a, mais qui, quel que soit le nombre € intérieur A 
l'intervalle (a,, a), soit toujours dans l’intervalle (a,, €), bornée et 
intégrable, et de plus ne soit jamais négative dans ce méme inter- 
valle, ou jamais positive : je supposerai dans ce qui suit qu’elle ne 
soit jamais négative ; on raménerait l’autre cas a celui-la, en rem- 
placant 9 (x) par — 9 («). 
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L’intégrale eh v (a) dx considérée comme une fonction de & est 
a 


alors une fonction non-décroissante dans tout intervalle contenu 
dans (a), a); elle peut, lorsque © tend vers a, tendre vers une limite 
OUDVELS ea OOn. 

En supposant d’abord qu'elle tende vers une limite, je vais mon- 
trer qu'il en est de méme de l’intégrale 


Supposons en effet a << §< é <a, la fonction f(x) (x), 


produit de deux fonctions bornées et intégrables dans Vintervalle 
pe 


(, é'), est clle-méme bornée et intégrable dans ce méme intervalle 
et le premier théor¢me de la moyenne fournit l’inégalité 


| ' f@) v(x) traf v (x) dx, 


en désignant par A un nombre positif que l’on peut prendre égal 
dia borne supéricure de | f(a) | dans (a,, a), ou plus grand. 
Mais, par hypothése, lintégrale qui figure dans le second mem- 


/ 


bre peut étre supposce aussi petite qu’on le veut, pourvu que é, 2' 
soient suffisamment voisins de a; il en est de méme du premier 
membre et la proposition est démontréec. 


Le lecteur reconnaitra sans peine que l’on a encore dans ce cas 


m ie v (a) dx <= f (x) ¥ (a) de = M J v (x) dx, 
a ae 


e/ ly 


en désignant par m et M les bornes inférieure et supérieure de la 
fonction f(#) dans Vintervalle (aj, a). Il est & peine utile de dire 
que cette dernigre conclusion s’étend au cas ot la fonction WU (ax) 
supposée toujours non négative, bornée et intégrable dans tout in- 
tervalle dontles bornes ao’, a’ vérifient les conditions ay<< ay)\<a'<a, 
deviendrait infinie aux environs de a, au lieu de le devenir aux en- 
virons de a, ou encore deviendrait infinie aux environs de a, et de a, 


a 
pourvu que l’intégrale { © (x) dx ait un sens. 


u/ U9 
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Supposons maintenant que, la fonction U(x) satisfaisant tou- 
jours aux mémes conditions, l’intégrale 


g 
i) v (x) dx 


grandisse indéfiniment quand € tend vers a-par valeurs crois— 
santes ; sil arrive que, a’) désignant un nombre fixe quelconque 
compris entre dy et a et distinct de ce dernier nombre, la fonc- 
tion f(«) dans l’intervalle (aj, a) conserve le méme signe et reste 

_ supérieure, en valeur absolue, & un nombre positif B, le premier 
théoréme de la moyenne fournira encore l’inégalité 


qui montre clairement que le premier membre, comme le second, 
grandit indéfiniment quand € tend vers a par valeurs croissantes ; 
il en est de méme de la valeur absolue de l’intégrale proposée 


g 
uf o(x) dx. 
a 


On voit sans peine que, dans ce cas, le rapport 


finit par rester, lorsque € tend vers a par valeurs croissantes, com- 
pris entre deux bornes fixes, dont aucune n’est nulle ; c’est ce que 
Yon exprime en disant que le nummérateur devient infini comme 
le dénominateur; cette locution prendra un sens plus précis si 
f(x) tend vers une limite, f(a-— 0), diflérente de zéro, quand x 
tend vers a par des valeurs croissantes ; le précédent rapport a 
aussi pour limite f(a —o). On voit en effet tout d’abord que, 
dans ce cas, le numérateur augmente indéfiniment par des valeurs 
positives ou négatives, suivant que la quantité f(a — o) est posi-— 
tive ou négative. Soit maintenant ~@ un nombre positif aussi petit 
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qu’on le voudra, on pourra lui faire correspondre un nombre 
a’ <a tel que, sous les conditions 


0 eee oe aN, 
on ait 


| f(z) —f(e— 9) |<. 


En désignant par ¢ un nombre positif égal ou inférieur a a — a’ 
et par € un nombre compris entre a — ¢ et a, on aura, toujours 
en vertu du premier théoréme de la moyenne, 


* f(x) 4(a) de 


a—e 


fia 0) Oe 


d’ailleurs, une fois ¢ fixé comme on vient de le dire, on pourra 
3 
prendre € assez voisin de a pour que les deux rapports 


if oe) de il “U(e) de 
fae 4% _ a - 


7. = oe 5 a aD 


5 x 
Jf 2 (a) de J ¥(@)ae 


soient, en valeur absolue, moindres que 7%, puisque leurs dénomi- 
nateurs peuvent étre supposés aussi grands qu’on le veut; dés 
lors Videntité 


¥ ae “iE 7 6 
§ g 
[¢e)ue { 9 (x) dx | o(x) dx 
Sy ae ee ee ee ee 
fea ti v(x) dx i v(x) dx 
a a—e ree ay ‘ 
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montre que le premier membre est compris entre les deux quan- 
tités 


[f(a —o) 4 Pe slate 


i —<¢ 
et 
[f(a — 0) a] sae 


Or, le nombre ~% pouvant étre supposé assez petit pour que l’une 
et l'autre de ces deux quantités soient aussi voisines que l’on 
voudra de f(a—o), la proposition énoncée est démontrée. Le 
lecteur ne manquera pas de rapprocher cette proposition de l'une 
des régles de I’Hospital (n° 235). 

Les remarques précédentes permettront, dans bien des cas, de 
ramener le probleme proposé 4 un probleme plus simple. 

Supposons, par exemple, qu’on puisse mettre la fonction sous 


le signe | sous la forme 


(2) =filz) + (a -— 2) fale), 


f(a) et f, (a) étant des fonctions bornées et intégrables dans |’in- 
tervalle (a), a) et r un nombre positif ; on aura 


[ie bie ie (x) dx + fe ees Gin: 


on n/a pas a soccuper de la premiére intégrale du second mem-— 
bre ; quant a la seconde, si l’on applique la méthode précédente 


, : Cae I : 
en prenant pour /(«) la fonction positive (a— ay ,on voit tout 
de suite, en partant de l’identité 


D, {a — 2) = (r — 1) (a — 2), 


valable tant que r est différent de 1, que ona 


r 


if (qa) de = + [fa — 8 — (@ — 4); 
6 


=a 
) 


si l'on a r<ct, le second membre tend certainement vers une 
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limite quand & tend vers a par valeurs croissantes ; dans ce cas, 


Vintégrale 


a un sens; si l’on ar > 1 et si, lorsque « s’approche de a, la 
= (es = 5 rar , ~ = 5 
fonction f,(x) finit par garder un signe constant et par rester 
supérieure, en valeur absolue, 4 un nombre positif fixe, Pintégrale 


grandit indéfiniment en valeur absolue quand 2 tend vers a par 
valeurs croissantes ; elle devient infinie comme 


(a — 8) 
si l’on avait 7 — 1, on aurait 


lala 
¥ a — a. 


(a — x) dx = log ——,; 
ay 1G > 


si la fonction f, (a) finit encore par garder un signe constant et 
par rester supérieure en valeur absolue & un nombre positif fixe, 
l'intégrale proposée deviendra infinie comme log (a — «’. 

Par exemple, l'intégrale 


et que le facteur I—a) ? qui devient infini aux environs de 2 — 1 
est affecté de l’exposant — - dont la val bsol i 
xp : aleur absolue est moindre 


que 1; au contraire si l’on avait hk? = 1, l'intégrale proposée 
naurait pas de sens et Vintégrale 


= dx 
ves 
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deviendrait, quand « tend vers 1 par valeurs croissantes, infinie 
comme log (1 — 2). 
L’intégrale eulérienne de premitre espéce 


I 
B(p, q) ah iam) MO ea 
oO 
ou p,q sont des nombres positifs, a toujours un sens, bien que 


la quantité sous le signe [ devienne infinie aux limites inférieure 


et supérieure de l’intégrale, quand les nombres p, gq sont plus petits 


if da 
BOR en 


° 5 « wT TT 
devient infinie comme log Pik: quand « tend vers 2 par va- 


que I. 
L’intégrale 


leurs croissantes; ou a en effet 


oe Sear pid 
et le second facteur a pour limite l’unité quand « tend vers » pat 


é e . 7 
valeurs croissantes; on a d’ailleurs, pour x compris entre o et 3? 


On a considéré au n° 250 lintégrale 


wT 
af log (1 — 24 cos x + a) da, 


en supposant % S13; pour %@ — 1, la fonction sous le signe { peut 


s écrire 


log (1 — cos x)? = log 4 + 4log sin =; 


54 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


elle devient infinie pour « =o; mais l’identité 
log sin — = a” (w log sin S) 
2 2 


ou l'on suppose que r est un nombre positif quelconque plus petit 
que 1 et ot le facteur qui, dans le second membre, multiple a" 
a o pour limite quand « tend vers o par valeurs positives, montre 
que |’intégrale proposée a un sens; en appliquant une méthode 
analogue a celle du n° 250, on trouve 


Tw 
if log (1 — cos x)? dr = — a7 log 2('). 
oO 


Les remarques précédentes montrent que l’on peut donner un 
sens au symbole 


lors méme que, dans l’intervalle (a, a), la fonction 9 (x) , devient 
infinie aux environs d’un nombre limité de valeurs; cette intégrale 
est alors la limite d’une somme d’intégrales relatives 4 des inter- 
valles partiels auxquels il faudrait, pour obtenir lintervalle 
total (a, a), adjoindre un nombre fini d’intervalles infiniment 
petits. Si cette limite existe, on dira encore que la fonction f(x), 
quoiqu’elle ne soit pas bornée dans l’intervalle ‘ay, a), quoiqu’elle 
puisse ne pas étre définie pour un certain nombre de valeurs, est 
intégrable dans l’intervalle (a), a). 

Bien que cette extension de la notion dintégrale puisse étre 
poussée beaucoup plus loin (*), c’est & ce cas simple, inévitable dés 
les élements, que je me bornerai. 


x 


(1) La comparaison & (a — a)~" dune fonction g(x) qui devient infinie aux 
environs de «=a ne suffit pas toujours & décider de la nature de Vinté- 


a 
grate [ ¢(x) dx. On peut alors avoir recours aux critériums logarithmiques 
ao 


dont l’usage sera exposé au n°? 257; le lecteur fera sans peine les légers chan- 
gements qui permettent d’appliquer ces critériums au probléme actuel, lequel, 
comme on le verra ne différe pas au fond du probléme traité au n° 255. 


(?) Voir les premiéres pages des Legons sur Uintégration et la recherche des 
fonelions primitives de M. Henri Lebesgue. 
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Plusieurs des théorémes démontrés pour les fonctions bornées et 
intégrables dans un intervalle donné s’étendent d’eux-mémes aux 
fonctions intégrables, mais non bornées; tels sont ceux qu’expriment 
les égalités 


ip [Af («) + Bg («)] de—= af fee dx + Bf q(x) de, 


0 


{. se) dx =[ f(x) de +[se) de, 


ou, pour la premiére, A et B désignent des constantes. 

Je m/arréterai un instant sur le second théoréme de la moyenne. 
Supposons que la fonction f(x) définie dans l’intervalle (a), a), 
sauf peut-étre pour @ = a, ne devienne infinie qu’aux environs de 


J. $6) ae 


ait un sens; désignons, en reprenant les notations du n° 254, 
par 9 (a) une fonction non-croissante dans l’intervalle (a), a) et qui 
ne soit jamais négative dans cet intervalle. On voit d’abord que 


lintégrale 
J fe ewe 
ag 


a elle-méme un sens; car si l’on désigne par a,, a) > a) deux 
nombres quelconques appartenant 4 lintervalle (a, a) et plus 
grands que dp, Inais aussi voisins de dp qu’on voudra, on aura, en 


ce point et que l’intégrale 


vertu de.ce second théoreme de la moyenne 
all 


0 
Paps ey de sa sag 0), 
0 


en désignant par y. un nombre appartenant a |’intervalle formé par 
la plus grande et la plus petite des valeurs de l’expression 
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’ 


quand a varie a a,a a) ; mais, puisque l’on suppose que Vinté 


if f(a) de 


a un sens, la valeur absolue de . peut étre supposée aussi petite 
qu’on le veut, pouryu que a/ et a’ soient suffisamment voisins 


grale 


de ao; il suit de Ja que l’intégrale 


e/ Ay 


aun sens. 
Si, maintenant, on désigne toujours par A, et A les bornes 


inférieure et supérieure de la fonction de x 


Lr 


J (@) da 


e/ ly 


dans l’intervalle (a, a), puis par Aj et A’ les bornes inférieure et 


supérieure de la fonction de x 


dans l’intervalle (a), a) on aura 


Aj — eS AQSA + 


en posant 


e 


le nombre ¢ peut étre supposé aussi petit qu’on le vent, pourvu 
que a), soit suffisamment voisin de a); d’ailleurs le second théoréme 


de la moyenne appliqué 4 Vintervalle (a), a) donne 


dz=< A'e 0 (a, + 0) 


Age (ag + 0) = fos f(@) 


dot 
COR CO me ee J () 9 (@) dwS(A+6) 9 (aj +0) +2 
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Mais, lorsque aj, tend vers a par valeurs décroissantes, 9(a\, + 0) 
tend vers la limite @(a) + 0); en effet on peut faire correspondre 
au nombre positif ~ un nombre positif / tel que l’on ait 


o(da + 0) — o(uj +h) <a 
sous les conditions 


o<h a +h—a< 6. 


Si Von fait tendre h vers o par valeurs décroissantes, on voit qu’on 


aura sous les mémes conditions, 
G (a + 0) — 9 (ap + 0) Sa; 


quand aj tend vers a par valeurs décroissantes, oO (a, + 0) a done 
pour limite {a + 0). Cette remarque jointe a ce que, dans ces 
conditions, ¢ tend vers 0 montre, que dans les inégalités (1), le 
premier et le troisieme membres sont aussi voisins qu’on le veut 
de Agy (ao + 0), AQ(a + 0), en sorte qu’on peut écrire 


@ 
Ave (a) + 0) =| Wh okayda-= NSGl whey. 
%% 


La forme donnée par Weierstrass 4 ce second théoreme de la 
moyenne subsiste évidemment dans les mémes conditions. 

Pour ce qui est des propositions qui ne sont pas susceptibles 
d’extension, je me contenterai de faire remarquer que si les deux 
fonctions o(x#), Y(a) sont intégrables dans Vintervalle (a, a) sans 
y étre bornées, on ne peut plus affirmer que leur produit soit inté- 
grable, comme on le voit en prenant par exemple 


ae ie bce ek ean 
Vi-e 


257. — Voici maintenant un autre probleme analogue a celui 
que l’on vient de traiter. 

Soit 9 (a) une fonction de x définie pour toutes les valeurs de x 
supériecures 4 a et intégrable dans tout intervalle (a, 2), ot J désigne 
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= 
un nombre quelconque plus grand que a : lorsque ¢ augmente 
indéfiniment par valeurs positives, l’expression 


tend-elle vers une limite? 
S’il en est ainsi, on représente cette limite par le symbole 


Remarquons d’abord que, lorsqu’on cherche 4 répondre 4 cette 
question, on peut remplacer la limite inférieure de lintégrale par 
tel nombre que l’on voudra, plus grand que a; puis, que la propo- 
sition générale du n° 458 fournit immédiatement la regle générale 
que Voici : 

Pour que l’expression 


tende vers une limite lorsque 2 augmente indéfiniment par valeurs 
positives, il faut et il suffit qu’a chaque nombre positif ~ corres- 
ponde un autre nombre positif A, tel que les inégalités 


Gi A, SA 


entrainent l'inégalité 


Supposons d’abord que, a partir d’une certaine valeur de x, la 
fonction ¢ () conserve le méme signe. On pourra alors, sans nuire 
ala généralité, supposer que cette fonction soit positive pour les 
valeurs de ~ plus grandes que a; s'il en est ainsi, l’intégrale 


4 
° 
[ 9 (x) de, 
e/a 


ott € est plus grand que a, augmentera avec £; ou elle tendra vers 
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une limite, ou elle tendra vers + 2 ; pour reconnaitre ce qui en 
est, on comparera l’intégrale proposée & une autre de méme nature, 


if noes 


M f \ . . . le 
ou Y x) est aussi une fonction qui reste positive Jorsque la valeur 
de x est supérieure 4 a; si l’on a, pour les valeurs de x supérieures 
& un certain nombre fixe, 


o(x) = $(2), 


et que la seconde intégrale tende vers une limite, il en sera de 
méme de la proposée ; si, au contraire, on a 


9 (x) = 4(z) 


et que la seconde intégrale augmente indéfiniment avec é, il en 
sera de méme de la premiére. 

Il sera souvent commode, pour faire la comparaison, d’étudier le 
rapport 


si ce rapport reste compris, pour toutes les valeurs de x supérieures 
a un certain nombre fixe, entre deux nombres fixes positifs (non 
nuls) @, icy les deux intégrales auront le méme caractére : toutes 
deux augmenteront indéfiniment avec leur limite supérieure €, ou 
tendront vers une limite; on sera certainement dans ce cas sl, 
pour «= -+ %, le précédent rapport a une limite différente de 
zéro. Le lecteur reconnaitra sans peine que, s’il en est ainsi, et si 
les deux intégrales augmentent indéfiniment avec €, leur rapport 
x aa r x 9 (@) 
aura, pour € = + %, une limite égale a celle du rapport b(ay’ 
pour «= -+ 0. Sile méme rapport, pour les valeurs de « supé- 
rieures 4 un certain nombre fixe, reste plus petit qu'un nombre p, 
ce qui arrivera certainement s'il a pour limite zéro, la premicre 
intégrale tendra vers une limite si la seconde tend vers une limite. 


(x) 


Si, enfin, le rapport y@) finit par rester plus grand qu'un nombre 


positif et non nul g, et si la seconde intégrale augmente indéfini— 
ment, il en sera de méme de la premiere. 
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On voit tout d’abord que l’intégrale 


[oleae 


augmentera indéfiniment si, pour les valeurs de # supérieures 4 un 
nombre fixe, la fonction 9 (a) reste plus grande quun nombre 


fixe 6 > o : en effet, l'intégrale 


Ar 


| tte =8G—4) 


augmente indéfiniment avec €; mais lors méme que l'on aurait 


lin. ¢({2) == 0, 
we == OO 


on ne pourrait affirmer l’existence d’une limite pour I’intégrale 


yroposée; par exemple, lintégrale 
proy >? ple, 5 


croit indéfiniment avec é. 
L’intégrale la plus simple qui puisse étre prise pour terme de 


[ dx 
Q “* 


ou rest un nombre positif; elle est égale a 


comparaison est la suivante : 


we 


vw 


sirest différent de 1, & log si rest égal a 1; elle tend vers 
une limite, ou augmente indéfiniment suivant que l’on a 


hess ou 8 


on pourra donc appliquer les régles précédentes en comparant la 
I 


fonction @(a) 4 la fonction 
et 
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Considérons par exemple l’intégrale 


if F(a) 


ou fx) et F(a) sont deux polynomes entiers en a et n’admettant 
point de diviseur commun ; je supposerai, afin que la fonction 


finisse par rester positive, que les coefficients des plus hautes puis- 
sances de « dans les deux polynomes soient de méme signe; pour 
que cette fonction soit intégrable dans un intervalle, il faut que le © 
polynome F (a) n’admette pas de racine dans cet intervalle; pour 
que l’intégrale proposée ait un sens quelque grand que soit le 
nombre positif , il faut done que le polynome F (sz) n’ait pas de 
racine positive. Si le degré de f(a) était égal ou supérieur a celui 


f(x) 


de F (x), la fonction F (a) finirait par rester supérieure 4 un nombre 


positif fixe et l’intégrale proposée augmenterait indéfiniment avec 
E; si le degré de f(x) n’était inférieur que d’une unité a celui de 


f(z) 


[ - 4 % ee A 
aay 5 PNET SE = P 
F(x), le rapport de F (a) te aurait, pour « infini, une limite dif- 


férente de zéro et l'intégrale proposée deviendrait infinie comme 
log &; si enfin le degré de f(x) est inférieur a celui de F (a) de deux 


* f (eo) 


unités au moins, on voit en comparant la fonction F(o) Alas, que 


I 
© 
Vintégrale proposée a une limite pour  infini. En résumé, I’expres- 


[tS 


aura un sens sile polynome F (x) n’a pas de racine positive ou 
nulle et si le degré de f(z) est inférieur de deux unités au moins a 
celui de F (x). 

Soit encore l’expression 


sion 
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& 


out a est un nombre positif quelconque ; si l’on compare l’expres- 


sion v’-'e-* 4 1, r étant un nombre plus grand que r, on re- 
ae 


connait sans peine que l’intégrale précédente a une limite pour 
infini; il est aisé de reconnaitre qu'il en est de méme lorsque 
tend vers 0; on en conclut que Vintégrale 


eo 
ke gP—! et dx 
ev O 


(intégrale eulérienne de seconde espéce) a un sens pour p > 0. On 
en représente la valeur par ['(p). 


NAY 


8 


Lorsque la comparaison de la fonction 9 (x) 4 —,, ne réussit pas, 


ce qui arrive quand le produit #9 (a) augmente indéfiniment avec 
x pour r= 1 et tend vers zéro pour r< 1, on peut employer 
d’autres termes de comparaison ('), dont je vais dire quelques 
mots. 

Si l’on pose 


log? « 8 log x, 

3 ap 
log? x = log log log a, 
lop == log log ..< log ac, 


on aura, A cause de Videntité 
log” ze == log loz™—* 2, 


et de Ja régle de dérivation relative aux fonctions de fonction, 


rN—1 mH 
D, (log” a) = D, (log”—* x) = iis A eer 
a ro) lag-* x x log xr log? L... log?! x ) 


d’ou, en désignant par a un nombre suffisamment grand, 


$ dx 
| — ~ = log” § — log” a; 
a 


lors donc que € augmente indéfiniment, le premier membre aug— 
mentera aussi indéfiniment. Il en sera de méme de l'intégrale 


| "g(a da 


(*) Abel, Okuvres, 2° éd., t. 11, p. 200. 
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si, pour les valeurs de x supérieures 4 un nombre positif fixe, le 
rapport 


9 (2) 
a... log! a 


reste supérieur a un nombre positif fixe. 
Au contraire l’identité 


I D [ I I 
rol Wo eeemage en tas: ae : 
a “(log x)” # log w log? a ... log”—* x (log a)i +4 


ou l’on suppose que & est un nombre positif, montre que l’on a 


63 — 
ie da a I 1 | 
eR cen ey i) ee me Ne SrA | 
Uasndog 7 logs... lop—* gdog™ a) 2} (log” a) (log é) 


et cette égalité prouve que le second membre tend vers la limite 


I 


L (log” a)* 


| = 


R 


lorsque € augmente indéfiniment ; l’expression 


fe die 


aura donc un sens si, pour les valeurs de w supérieures 4 un certain 


nombre fixe, le rapport 


(2) 


az log x log? x... log—4 x (log™ x)i t* 


reste inférieur 4 un certain nombre positif fixe. 

L’analogie entre ces regles et celles qui regardent la détermina- 
tion de la convergence ou de la divergence d’une série 4 termes 
positifs n’a pu manquer de frapper le lecteur. Le lien qui unit les 
deux questions est mis en pleine lumiére par la remarque suivante, 
qui est due 4 Cauchy. 

Soit (x) une fonction de x qui, pour toutes les valeurs de 
supérieures & un certain nombre fixe a, soit positive et non-crois— 
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sante, en sorte que, pour toutes ies valeurs de x, x’ qui satisfont 


aux conditions 


on ait 


la série 


dont les termes finissent par étre positifs sera, ou non, convergente 


suivant que l’intégrale 


augmente indéfiniment par 


+ 
foo 
cS 


tend, ou non, vers une limite, quand 


valeurs positives. 
Soient en effet p, g des nombres naturels plus grands que a et 


supposons g > p; si l’on divise lintervalle Ga q) en g — p inter- 


valles égaux a l’unité, 


(P,P + 1), {pe 1. pie a)} 2 (q — 8, q). 


les bornes supérieures de la fonction g(a) dans ces intervalies 


seront respectivement 


9(P),. 9(p-+-1),-..  ¥(¢ — 1), 


tandis que les bornes inférieures seront 
P(p+ 1), P{P +3), 9 (q). 
En désignant en général par sy la somme des n premiers termes 


de la série proposée, en sorte que l’on ait 


Sq — Sp = 9(p+ 1) + o(pt 2) +... + 9(q), 
Sq—-1 — Sp_1 = 9(p) + O(p+1)+...+ 9(q — 1), 


on voit que l’on aura 


q 
(1) Seog <{ ¢ (x) dar SS sy — Spy. 
P 
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Supposons que la série proposée soit convergente, et soit S sa 
somme; si, p restant fixe, g augmente indéfiniment, l’intégrale 


[ie dx 


reste toujours inférieure &s,_,— s,_, et par suite A S—s,_,: 
donc, puisqu’elle augmente avec q, elie tend vers une limite ; il en 
est de méme de lintégrale 


quand € augmente indéfiniment par valeurs positives. 
Réciproquement, si cette derniére intégrale a une limite L, 


Vintégrale 
q 
i 9 (x) dx 
P 


restera, lorsque g augmentera indéfiniment, inférieure au nombre 


2 
Lf o (a) dx; 


il en sera de méme, a cause de Vinégalité (1) de la quantité s, — s,, 


ce qui suffit 4 prouver la convergence de la série proposée. 
On a dans tous les cas 


: ; 
(2) 0S ["s@)de — (4-9) Se) 9) 
jv 
cette inégalité donne lieu aux remarques suivantes : 
Si la série est convergente, en sorte que l’on ait certainement 


lim. ¢(q) == 0, 


q=— 


on voit, en désignant par R, le reste de la série limitée au p™® 
terme 9(p) et en faisant croitre q indéfiniment, que l'on a 


0S] ede —B, Se: 


or 
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ainsi, en prenant pour le reste R, de la série la valeur 


if ¢ (x) de, 


on commettra une erreur au plus égale au dernier terme conservé 


9 (p). 


Je vais maintenant établir, dans le cas ot la série est divergente, 
des conclusions qui sont évidentes lorsqu’elle converge. On déduit 
des inégalités (2) les suivantes : 


(3) ® (p) = (gq) = 9 (p) — 2(q) + P(p), 


en représentant d’une facon générale par ® (n) la quantité 


n 
iF 2 (2) daz — Sny 
a 


ou n est un nombre naturel plus grand que a. Ces inégalités mon- 
trent que la fonction ®(n) augmente avec n et qu'elle n’augmente 
pas indéfiniment ; elle tend donc vers une limite, lorsque n aug- 
mente indéfiniment par valeurs naturelles. 


2 dx lo : 
—_—_ = air) 
I x e ; 


jointe aux remarques précédentes, montre que la quantité 


Par exemple, l’égalité 


: I I I 
B(n) == tsb 5 aa... ee 


tend vers une limite lorsque n augmente indéfiniment; les inéga— 
lités (1) montrent que log n est compris entre 


et 
ud 
Tost = cence theca 


Enfin les propositions que l'on vient de démontrer montrent que 
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la série dont on obtient les termes en faisant «@ =a, a-- I, ... 
(a suffisamment grand) dans l’expression 


E 


aes = ; 
x log x log? x... log”! a (log” «) aes 


est convergente si & est posilif, divergente si ~ est nul ou négaltif. 
Si, dans l’intégrale 


la fonction g(a) ne garde point un signe constant pour les valeurs 
de x supérieures & un nombre fixe, les méthodes précédentes ne 
peuvent s’appliquer; c’est ce qui arrivera par exemple si l’on 
suppose’ 


Oe \e— Saas ou © a) =" COSnae: 
vd : ) 
on montrera toutefois, dans le numéro suivant, que les intégrales 
m 6 la 
sina? dz, | cos x? dx 
J 0 


ont un sens; ces intégrales jouent un réle important en physique 
mathématique et dans la théorie des nombres. 

Au liew de supposer que, dans une intégrale, la lintite supérieure . 
augmente indéfiniment par valeurs positives, on peut suwpposer 
que la limite inférieure augmente indéfiniment par valeurs néga— 
tives; si la valeur de l’intégrale 


f a 
if o(ax)dz 
=a 


tend vers une limite lorsque 47 augmente indéfiniment par valeurs 
positives, on représentera cette limite par le symbole 


Enfin si, lorsque 4 et € augmentent indéfiniment par valeurs 
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positives, indépendamment l'un de I’autre, |’expression 


4 
J 9 (a) de 
1) 


tend vers une limite, on représente cette limite par le symbole 


+o 
[ o(ax)da. 


Pour que ce symbole ait un sens, il faut et il suffit que les deux 


a + co 
fo eed, f° oleae 


ou a est un nombre quelconque, aient aussi une signification ; la 


symboles 


somme de leurs valeurs est alors égale a 


+ © 
it o(x)dax. 


En appliquant les méthodes précédentes, on trouvera par 


+ ©0 i 
il e “dx 
==2.G0) 


aun sens. On démontrera plus tard qu'elle est égale 4 //x. 
Il ne faudrait pas conclure de ce que l’expression 


ane 
i 9 (x) dx 
a6 


tend vers une limite lorsque € augmente indéfiniment par valeurs 


+ oo 
J 9 (x) de 


aun sens, Ona par exemple, en désignant par €, 4 des nombres 


TSS ode Ou cee 
ee er ; 


exemple que l’expression 


positives que le symbole 


positifs, 
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Cette quantité ne tend vers aucune limite lorsque € et 7 augmentent 
indéfiniment et indépendamment par des valeurs positives; elle 
est au contraire toujours nulle si l'on suppose 4 = é. 


258. — Bien que je n’aie pas l’intention d’exposer les divers 
procédés qui servent a la détermination des intégrales définies ou 
indéfinies, j’établirai une proposition fondamentale sur laquelle 
reposent presque tous ces procédés. 

Considérons lintégrale 


oF = 9 (x) da ; 
ag 


Je suppose que dans l’intervalle (Ay, A) la fonction @(a) soit con- 
tinue et que les nombres ay, a appartiennent a cet intervalle. Soit 
maintenant f(y) une fonction de la variable y; sur cette fonction, 
je suppose : qu’elle admette dans Vintervalle (b,, b) (') une dérivée 
continue f(y); que l’on ait 


(UAL ESA. f(o) =a; 
enfin que, pour toutes les valeurs de y appartenant a l’intervalle 
(b,, 6), on ait 
Ay Sfly) SA; 


dans ces conditions, en désignant par Y(y) la fonction de y que 
l'on obtient en remplagant « par f(y) dans (x), ona 


b 
i if NONMOE 


Soit en effet, en désignant par y une valeur quelconque appar- 
tenant 4 lintervalle (by, 6), 


(1) On ne suppose pas bo < b. La supposition bo = 6 entrainerait a) = a; 
VYintégrale proposée et la transformée seraient nulles; la proposition resterait 
yraic, mais la démonstration ne s’appliquerait plus. 


7O INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


la fonction V(y) admettra dans l’intervalle (6), 6) une dérivée 
W'(y) égale a U(y) fy), puisque cette derniere fonction est con- - 
tinue. Soit de méme, en supposant que # appartienne a J inter- 
valle (do, a), 


ze 
P(x) =[ o(x)dx; 
ae) 
la fonction ®(a) admettra, dans Vintervalle (a, a), une dérivée 
par rapport a x égale 4 g(a), a cause de la continuité de cette 
derniére fonction. Si maintenant dans (a, on remplace « par 
/(y), on obtiendra une fonction V,(y) de Ja variable y, définie dans 
Vintervalle (b,, b) et y admettant une dérivée égale a U(y) f(y) ; 
dans l’intervalle (bo, b), les deux fonctions Vy) et W,(y) ont des 
dérivées égales, elles ne peuvent donc différer que par une constantle, 
et cette constante est nulle puisque l'on a, pour y = b,, 


W (bp) == 0; W, (by) = ® (a) —— 0. 


Les deux fonctions V(y) et Y,/y) sont donc égales pour toutes 
les valeurs de y appartenant 4 l’intervalle (b,, 6), en particulier 
PI \% i 
pour y = b; ona done 


(6) == TE [b) == Pia), 


c’est ce qu'il fallait démontrer. 

fl convient de remarquer que, lorsque y varie de b, & b, la 
fonction f(y), qui peut d’ailleurs étre tantét croissante, tantét dé - 
croissante, doit prendre, 4 cause de la continuité, toutes les valeurs 
qui appartiennent A l’intervalle (ao, a); il est aisé de voir comment, 
si elle en prend d’autres, sa variation en dehors de cet intervalle 
n’influe pas sur la valeur finale de l’intégrale 


ab 
f, eos one 


dont on pourrait alors resserrer les limites; je laisse ce soin au 
lecteur. 

La proposition resterait vraie si, pour un certain nombre limité 
de valeurs de y appartenant 4 l’interyalle (bo, b), la dérivée f(y) 
cessait d’exister en devenant infinie : il suffira de supposer que cette 
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circonstance se présente pour la limite supérieure b, et seulement 
pour cette valeur; on aura alors, en désignant par b' un nombre 
quelconque compris entre b, et 6 et par a’ le nombre f(®), 


a’ b 
f eme= fl vorrone: 
ay bo 


si on fait tendre b' vers b par valeurs croissantes, «! tendra vers a, 
a cause de la continuité de la fonction f(y) et, par conséquent, le 
premier membre de |’égalité précédente aura pour limite 


le second membre tendra vers la méme limite qui doit, en vertu 
des conventions adoptées plus haut, étre représentée par 


b 
J, vorones 
quand méme /"(y) n’aurait pas de sens pour y = b. 

Au lieu de prendre pour point de départ le théoréme relatif aux 
dérivées des fonctions de fonction, on peut, afin de justifier la régle 
qui fait ’objet de ce numéro, partir de la définition méme de l’in- 
tégrale définie; on arrive ainsi a des conditions différentes, encore 
suffisantes pour l’application de cette regle et moins restrictives 
sous certains rapports. Je me contenterai de faire, dans ce sens, 
les remarques qui suivent. 

Si la fonction (a) est bornée et intégrable dans lintervalle 
(a), 4); si la fonction f(y) est continue et non-décroissante ou 
non-croissante dans l’intervalle (b,, b); si, dans ceméme intervalle, 


elle admet une dérivée bornée f(y); si lon a 
ay =f), a=f(b); 


si enfin, la fonction U(y)/"(y), ou u(y) désigne toujours ce que 
devient g(a) quand on y remplace a par f(y), est intégrable dans 
lintervalle (b,, 6), ona 
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Supposonns en effet que la fonction f(y) soit non-décroissante : 


& chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif 4 tel que, 
sous les conditions 


Pye | BS ee e- i feat Paes 
on ait 


IGE) ee I yee 


Ceci posé, soit (bo, b,, ..., 6, ,, b) une décomposition de l’in- 
valle (bo, 6) en intervalles partiels ayant tous une étendue moindre 
que 7; si l’on pose 


a, = f(4): alee) An—1 yi rere 


on aura 
A Sa, So. S11 <a, 


et, de plus, les intervalles partiels qui constituent le mode de dé- 
Composition (Ay, A, -.-, Ap—4, @) de Vintervalle (a, a) auront tous 
des écarts moindres que ¢. 

Soient encore f%, (,, ..-, 6,1 des nombres respectivement 
compris entre b, et b,, 6, et b,, ..., b,_, et b tels que l’on ait 
(n° 246), 

a, — ay = (b, — by ee 


aT a, = (d; tN 1) 


a 
a — An, = ie = Oa 1)) (Balas 
soient enfin 
249 = f (8): Ug tae (Cai cong Op—4 pres 
les nombres @, @, ..., @,—, appartiendront respectivement aux 


intervalles (a, a,), (@,, a), 


wey (An_y, @) et les deux sommes 
égales 


(a, — Ay) (ay) vee (a a An—1) P(%—1), 


(0, a bo) ¥ (Bo) f"(Bo) ans ern (b neg Dai) ¥(Bn—1)f' (Baa), 


seront des valeurs approchées des intégrales 


a b 
[eteyae, |, Y(y)f" (yay: 
e/ Ay 0 
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il faut donc que ces intégrales soient égales, car on peut supposer ¢ 
et 4 assez petits pour que les différences respectives entre les inté— 
grales définies et les sommes précédentes soient inférieures a tel 
nombre qu’on voudra. 

Il faut remarquer que la continuité des fonctions o(a). f(y) 
n’est pas supposée. 

Le méme mode de raisonnement montre que, si p et g sont des 
nombres fixes, la substitution « = py + q est toujours légilime, 
en sorte qu’on peut assurément écrire 


pot b 
J ¢(x)da = i p?(py + 4)dy, 
poo-+4 by 


pourvu qu’on sache que l’un des membres de cette égalilé a un 
sens. 


259. — Voici maintenant quelques exemples. Soit lintégrale 
ra 
2 ies 
pe = ae 5° 
on posera 
x=a-+t by; 


aux valeurs p et € de la variable « correspondront les valeurs 


de la variable y, et l'on aura 


g—a 


3 dx DARE b dy =| ; Hep reae es doe 
Jp @— a +b ye ior 8 arc tg —,— — are tg >| 


le symbole arc tg désigne toujours, suivant nos conventions, un 


. Te TT : 5 
= aes 4 6% . 
nombre compris entre — 5 et + 5: si l’on suppose que € augmente 


indéfiniment par valeurs positives et p par valeurs négatives, la 
Pp Pp ro) ’ 
quantité entre crochets tendra vers 7 si b est positif, vers — 7 si b 
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est négalif, en sorte que |’on aura 


+ © la ee 
he ere sgn b ('). 


Soit encore l’intégrale 


3 dz 
> asinta + b cos*m’ 


ou.a, b sont des nombres positifs; on est amené naturellement, 
afin de rendre rationnelle la quantité a intégrer, a faire la substi- 
tution « = arctg y; la fonction arctg y, toujours comprise entre 


Te wT 5 * es 
oe et zB) est continue et admet, dans tout intervalle une dérivée 
3 Lay, A savoir ——,. Si £ est compris entre — * et -; 
par rapport ay, & savoir | Loe Si € est compris e 5 ets: 


SV 


la fonction arctg y prendra les valeurs 0 et € pour y = 0 et 


y = tg é, en sorte qu’on aura 
é dz tee tg = dy : 
asinta + bcosta ay? + 6° 

e/ A 


le second membre, comme on le voit en posant y = uy/ Pest 
i a 


égal a 


| are lg (\/% ig t). 


Vab 


On en conclura, pourvu que les nombres ¢,, € appartiennent 
4 Vintervalle (— = ); 
at 
: de : lett tg :) tg (\/% tg2,) [ 
— ee : re te o — arete Qe 
z, @sinta + 6 cos*a ann: ; Vp'ss B\V 5 85) 
s 
mais la méthode précédente cesse d’étre applicable si  n’appartient 
ore < ™ 1 : = é 
pas 4 Vintervalle ( — 5? 9)? Puisqu il ne peut y avoir alors de 


nombre 7 tel que l’on ait § = arc te 7. 


’ , 4 r . 
(‘) Dune fagon générale, le symbole sgn © représente + I ou — 1, sui- 
q “ op Tad , ° . . . 
vant que x est positif ou négatif. On lui attribue habituellement la valeur o 
pour 2 = 0: sgn & est une fonction discontinue de x, 
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A la vérité, en fractionnant convenablement l‘intervalle d’inté- 
gration, on peut s’arranger pour que chaque intervalle partiel soit 


“ 7 TT 
contenu dans un intervalle tel que (naz — 7 a et chacune 


des intégrales se rameéne alors par un changement de variables de 
la forme « = nz + a’ a une intégrale du type précédent ; mais il 
est préférable de s’adresser 4 une fonction continue ayant pour 
dérivée 
I 
asin’x + b costa 


On a défini une telle ‘fonction a la fin du n°’244; c'est, avec les 
notations de ce numéro 


Are tg ( “tg e); 
Vab 6 Vo ae 


on a donc, quel que soit le nombre ¢, 


. dx ae ae (V/s ) 
: asin’x + bcos’x  \/ab Are Ae Bae 


Le lecteur n’aura aucune peine a reconnaitre que la relation 


(1 — €cos y) (I + © cos x) == 1 — @, 
ou ¢ désigne un nombre positif << 1, permet de définir soit y 
comme une fonction continue de x, soit « comme une fonction de 
y, de maniére que les deux fonctions s’annulent en méme temps 
et varient dans le méme sens; leurs dérivées sont données par la 
formule 


dy ¥r—# 1 —e cosy. 
da Lt £ COS Ji —2& : 


ces deux fonctions peuvent d’ailleurs s’écrire sous la forme 


ley res oe a ! Tees 
— 9 Arc tg eae te zy wa —oArc tg Af ‘ig?), 
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Le changement de variable défini par ces relations conduit aux 
formules suivantes 


ay Af 
I ss = : 5 (1 — «cos y)"~'dy, 
o (i + £ cos x) (1 — e)2-2 Jo 


Z da here I cf s n—1 dy . 
: (3 -- cos ae Se (1 “Z e2)\n—) : (1 Eas, cos y) cos”y’ 


dans Ja premiére n et x sont quelconques; dans la seconde, si n est 
un nombre négatif dont la valeur absolue est une fraction irréduc- 


tible 4 dénominateur impair, x peut étre quelconque ; autrement il 
doit étre intérieur 4 l’intervalle (— @, ~ en posant 


a == arc cos (— £); 
. fone 1 7° Z15 Tt 
y est alors intérieur 4 Vintervalle {— —, = 
Il convient d’observer qu’un changement de variable trés simple 
(e) 
permet de ramener l'un a l'autre les problémes traités aux n* 255 
et 256. 
La fonction de y 

hy Seas We 

ae ite ea eal) 

Ny +B 

p. 

varie toujours dans le méme sens; si l'on suppose que — 4, n’ap- 
partienne pas 4 l'intervalle (b, b), on pourra choisir oe U. de ma- 
nicre que les nombres by, b correspondent aux nombres ay. a et 
par conséquent transformer une intégrale ot les limites sont a,, a 
en une autre ot les limites soient b,, b. Si une (seulement) des 
limites est infinie, on peut par ce procédé, la remplacer par une 
autre intégrale ot les deux limites soient finies; inversement, on 
peut s'arranger pour qu'une des limites soit infinie. On prévoit, 
sans que j insiste davantage, que les questions relatives a la signi- 


fication d'une intégrale dans laquelle la fonction sous le signe [ 


devient infinie pour l'une des limites dintégration, ou pour la- 
quelle l’une des limites est infinie, se raménent l'une d l'autre; on 
n’a parlé des critéres logarithmiques que dans le second cas; il est 
bien aisé de reconnaitre qu’ils s’appliquent aussi directement au 
premier. 
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Les méthodes exposéees aux n° 255, 256 pour traiter ce genre 
de questions ne s'appliquent pas toujours; elles ne s’appliquent 
pas, on l’a déja dit, aux intégrales 


3s co 
| sin az? dz, i cos x? dx. 
(6) re) 


C’est par une méthode spéciale qu’on prouvera que ces inté- 
grales ont un sens; il suffira de raisonner sur la premiére. 


Soit 
ou 
i sina? da, 


il s'agit de montrer que, lorsque le nombre positif ¢ augmente 
indéfiniment, la quantité J tend vers une limite. La fonction 
sin x” reste positive quand . varie de V/anz a \/(2n + 1)r, négative 
quand « varie de /(2n + 1)n 8V(2n + 2); on peut donc poser 


zat aan ed 5) 
J2e= UU Ub 2.8, SE, So 


en faisant 
Vantin 
tig = sin x? dz, 
Von 


V(2n2)% 
U2n+14 — -{ sin ie dx 5 
; Van-+1)t 


ee 
Vindice p est ég al ala partie entiére de ~; le dernier terme = u} 


‘ 
S 
Je sin x dz. 
Vpn 


En faisant dans les deux termes tzp, u2,4, les substitutions res- 
pectives 


est égal a 


go Varn+y, e= (Onin y, 


on trouve sans peine 


F A sin y dy és =i[" sin y dy 
UR ee on ey pe Vian+1)t+y 
at y 
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en posant’ 


8—V(2n+ 1)r— Vann, 


Bi — V(an + 2)n —V(2an4 1)F; 
ces formules entrainent les inégalités 
Gh a Fz at, 
Les deux quantités u,,, us» +, sont positives et la seconde est plus 
petite que la premiére : on a en effet. 


Psinydy __ [P sinydy [ * siny dy 
iineey Jy Gee le Wane 


le second terme du second. membre: est: positif; d’ailleurs: l'mégalité 


met . eu ‘ 
* sin ydy oe [ sin y dy 
o Vane+y” Jo Van+ilx+y 


résulte de ce que l’ona, pour les valeurs de y comprises entre oct 7, 


sin y sin y 


Vann + y V(an + 1)t 7 
on établit de méme l’inégalité 
Udy 1 << Udptos 


Les termes Uy,, Us,+, lendent vers o’ quand n augmente indé- 
finiment; dans l’intervalle (0;, 6),.en effet, on a 


sin y I 
Vane + y  yanr 


et par suite 


enfin on voit de méme que le dernier terme:uj, est plus petit que 
u, et par conséquent décroit indéfiniment quand &,. et’ par suite 
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p, augmentent indéfiniment. Dans ces conditions J a pour limite 
la somme de la série convergente 


Ug — Uy + Wy — 2. + Uy, — 


On démontre d’ailleurs que l’on a 


ive) CO 1 — 
= g wT 
sin v2 dx = cos 2? de == — ve : 

fa) re) 2 2 


260. — Soit f(x, y) une fonction des deux variables x, y définie 
et bornée dans |’ensemble Ey | des systemes de valeurs qui satis- 


font aux conditions 


(1) a <Se<a by <y Sb, 


) 


ay, 4, by, b étant des nombres donnés. Si, lorsque l’on attribue a y 
une valeur fixe appartenant a Vintervalle (b), 6), la fonction f(a, y), 
regardée comme une fonction de «, est intégrable dans l’intervalle 
(ay, a). et cela, quelle que soit la valeur choisie pour y, l’intégrale 


J fee nee 


définira, dans Vintervalle (b,, b), une fonction de y : désignons 
cette fonction par 9(y); on peut se demander si elle est continue 
et si elle admet une dérivée dans l’intervalle (bo, 6). 

Soient y’, y” deux valeurs appartenant a cet intervalle, on aura 


(a) 2) 20) =f Ulex) fe ree 


Regardons pour un moment y comme donné; si 4 chaque 
nombre positif ¢ correspond un nombre positif 7 tel que, pour 
toutes les valeurs de x, y" qui vérifient les inégalités 


ae USS 1 


ly" —y' |< ay 


(4) Pe. Py — fle l<e 
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la fonction 9 (y) sera continue pour y = y’ ; on aura en effet, pour 
toutes les valeurs de y" qui vérifient les inégalités (3), 


Ie") — 9(7/)| S (a — a)- 


Si a chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif 7 tel 

ce ar A vy ty ! 

que l'inégalité (4) soit vérifiée pour toutes les valeurs de a, y’, y’ 
qui vérifient les inégalités 


ee bysy Hb, b= y/ Sb 
ey ocean A eco 


la fonction o(y) sera continue dans l’intervalle (by, b). Il en sera 
ainsi certainement si Ja fonction des deux variables x, y est con- 
tinue (n° 465) dans l'ensemble (NY) défini par les inégalités (1). 
Si, en particulier, la fonction f(a, y) admet une dérivée f/ (x,y) 
par rapport a y, pour chaque systeme de valeurs x, y appartenant 
a ensemble (XY), et si cette dérivée reste toujours inférieure en 
valeur absolue 4 un certain nombre positif M, on aura, quelles que 


soient les valeurs «, y’, y’ appartenant & l'ensemble ‘XY, 
ery) = Sie ye MET 


dans ce cas la continuité de la fonction ¢ y) est manifeste. 

Cette continuité étant sapposée, ainsi que l’existence de la déri- 
vée f(x, y), Ow a, en supposant toujours que y’, y" appartiennent 
a l’intervalle (bo, b), 


(5) 1a eis 1 Pee rf “f(e.y’) — fey) 
Uwe 


Regardons dans cette égalité y’ comme fixe et faisons tendre 
y" vers y'; la quantité 


oti la seule variable est y", tendra vers la limite //(a, y'), en dé- 
signant par ce symbole ce que devient f(a, y) quand on y rem— 
place y par y’; on ne peut en conclure que le second membre ait. 


pour limite 
i Jute y ide 
ay 
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ni méme que ce symbole ait un sens; mais cette conclusion de- 
viendra légitime, si la fonction de a, f\,(a, y'), est intégrable dans 
Vinteryalle (a, a) et si, en outre, chaque nombre positif ¢ corres- 
pond un nombre 7 tel que l’on ait, pour toutes les valeurs de x 
appartenant a l’intervalle (ao, a), 


(@ ite. = a io ae file, y')| <e 


sous les seules conditions 


(a,<e<a, b<y'<b, 
(7) ) yey. ly’ —y' | <n. 


Dans ce cas, en effet, la valeur absolue de la quantité 


ou 


sera, pour toutes les valeurs de y’ qui yérifient les inégalités (7), 
plus petite que (a — ao)é. 

On sera certainement dans ce cas si la fonction f(x, y) est 
continue dans l'ensemble (XY); on a, en effet (n° 216) 


x, y" ae z£, ; Mh 
a 7 = D =Sfi (2, x"); 


en désignant par y” un nombre compris entre y’ et y’; Vinégalité 
(6) équivaut donc a la suivante : 


[fules ¥") — foley] <i 


si A chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif 7’ tel 
que cette inégalité soit vérifiée sous les seules conditions 


Ges ee Oy! Da yen 
ly” — yl <a, 
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et c’est ce qui aura certainement lieu quand la fonction /',/x, ¥) 
des deux variables «, y est continue dans l’ensemble (XY), il est 
clair que l'on pourra satisfaire aux inégalités (6) sous les conditions 
(7) et que l'emploi de Ja formule 


df ["1@, 9) ]andy = f Dye. Mee 
a ao 


sera légitime pour toutes les valeurs de y qui appartiennent a 
Vintervalle (b,, b). 
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261. — Les régles qu’on vient de donner, soit pour reconnaitre 
Ja continuité d’une intégrale définie qui contient un paraméctre 
variable et que l’on regarde comme une fonction de ce parameétre, 
soit pour prendre la dérivée de cette fonction par rapport au para- 
métre, sont soumises a des conditions trop étroites ; beaucoup de 
travaux ont eu pour objet d’obtenir des conditions plus larges ; 
malgré l’intérét et Vimportance pratique de ces travaux, je n’en 
développerai pas les résultats et je me contenterai de traiter un 
exemple. 

Ainsi qu’on I’a vu au n° 257, lintégrale 


ioe) 
(1) [ ere dg == Pty) 
ev/O 


est une fonction définie de y, pour toutes les valeurs positives de y. 
Je signale, en passant, la propriété qu’exprime l’égalité 


(2) Dy + 1) =e yy 
ou, bien entendu, on suppose y positif; cette égalité s’obtient en 
partant de la relation 


[ve—*]’ = ya—le-* — ge, 


ott le premier membre désigne la dérivée par rapport A a de la 
quantité entre crochets; il suffit d’intégrer les deux membres 
entre les limites 0 et % , ce qui donne o pour le premier membre. 
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De la relation (2) résultent immédiatement les formules sui- 
vantes, ou. y désigne un nombre naturel plus grand que 1 


(3) Pip 1d. ly — a); : 


on reconnatt d’ailleurs directement que l'on a 


La fonction I’(y) est continue dans tout intervalle (a, b) borné 
par des nombres positifs. Ceci, toutefois, n’apparait pas sur la 
définition (1), parce que, si y est plus petit que 1, la fonction 


sous le signe / n'est pas continue pour 2 =o et parce que la limite 


supérieure est infinie. Cette continuité peut s’établir comme il 
suit; on a, quels que soient les nombres positifs ¢ et A, 


x ay ae 
r(y) ie Fs a BBs Hp +, ee dos + | gle adae. 
0 x A 


Or, si on se donne un nombre positif ¢, on peut prendre & assez 
petit et A assez grand pour que la premiére et la troisiéme inté- 
grale du second membre soient plus petites que ¢, quelle que soit 
la valeur de y appartenant a l’intervalle (a, b). On a en effet, en 
supposant a < b, pus%~<1,A>1, 


(o4 x 
—1p—2 —tp—2qy 
i aie te < [, etter, 
oO oO 


ee) : ie) 
{, ar tetd ae: i e—te—tda. 
A A 


Dire qu’on peut prendre « assez petit, A assez grand pour que 
les seconds membres de ces inégalités soient moindres que ¢, c'est 
dire que les intégrales qui figurent dans ces seconds membres ont 
un sens. 

D’un autre cdté, en vertu des régles da numéro précédent, l’in- 


tégrale 
A 
¢(y) =|: ei—e—* dar 
a 
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est continue. La démonstration peut maintenant s’achever a peu 


pres comme au n° 180 : 
Aprés avoir choisi @ assez petit, A assez grand pour que l’on ait, 
en supposant que y appartienne a l'intervalle (a, b), 


ilo D 
| me Cam Od <<a, il late ae ieee 
o A 


on peut faire correspondre au nombre ¢ un nombre positif y, tel 
que l’on ait 


ley t+h)—ey)|<e 


sous la condition que les deux nombres y, y + h appartiennent a 
Vintervalle (a, b) et que l’on ait |h| <7. Ona d ailleurs 


oO 


= of 2 3 
Diya fh) = Ty) = LIT 1e—tdy, — f ai—'e—-tda 
oO vu 


ann 


| guth—le—rdg — | av—le—tdax 
A JA 


7) (y= Bey), 
et, par conséquent, sous les conditions précédentes, 
|V(y + h) —T(y)| < 5s; 


la continuité est évidente. 

Si, sans se préoccuper de la légitimité de l’application, on calcule 
par la régle du numéro précédent, la dérivée de Vintégrale défi- 
nie I’(y) par rapport a y, on trouve 


co 
i} eg" leew. 
ce} 


Mon but est de prouver que cette expression est effectivement égale 
a I’ (y). Le premier point serait d’établir qu’elle a un sens; il est 
aisé de montrer, plus généralement, que l’expression 


i 6) 
ir eg) lose a da, 
oO 
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ol n est un nombre naturel quelconque, a un sens pour y > 0 et 
méme qu’elle représente une fonction continue de y : je ne m’arré- 
terai pas 4 ce point, qui est facile, et je désignerai, dans ce qui 
suit, par 9(y) la fonction de y dont il s’agit d’établir qu’elle est 
I y 4 x Ve 3 
égale a I’ (y). 
La légitimité de la formule 
co) 


A 
wo! (y) = eat? log ada, 
a 


ou @ et A sont des nombres positifs, résulte du numéro précédent. 
Puisque lintégrale qui figure dans le second membre conserve 
un sens quand on la prend entre les limites 0 et , c'est que, y étant 
donné, on peut, & chaque nombre positif ¢, faire correspondre des 
nombres positifs % et Ay tels qu’on ait 


a ee) | 
[ ea losndo= € |, i, ear! logpadx =< 2: 
oO 


ve 


sous les conditions 0 << %< @, A > Ao; sous les mémes condi- 
tions, on peut donc écrire 


(4) | ®(y) — oy) | <a2e. 


Or, ona 


ie ys h) = >) (y) ee oy h) == © (y) J a peers ght =a ieee 
h h a h ® 


ive) 
h 
gt —1 
= e~*gv—1 —_____ log dx. 
A h 


ev 


h 
; : x — 1 ae 
Quand /h est tres petit en valeur absolue, —>— est voisin de 


log «; on peut prévoir que la premicre, par exemple, des inté- 
grales qui figurent au second membre est voisine de 


le 4 
cf ecu =* log? eda, 
oO 


intégrale dont on sait qu’elle a un sens, lorsque y et & sont posi- 
tifs, et qui peut par conséquent étre supposée aussi petite qu’on le 
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veut, pourvu que & soit assez petit. ll doit en étre de méme pour 
la premicre intégrale du second membre. 
Afin de justifier cette derniére assertion, rappelons d'abord 


(n° 246) que l’on peut écrire, en désignant par ) un nombre 
positif moindre que 1, 


I Ah 
— = - SS log Bip 
h h coe 


en sorte que le coefficient de dx, dans notre premiere intégrale, 
peut s écrire 


e—tey—S qh log? a. 


Dans ce coefficient, « doit prendre des valeurs appartenant a 
VYintervalle (0, ~), donc plus petites que 1, si, comme il est évi- 
demment permis, on suppose ~ <1. D’ailleurs dans le méme 
coefficient, tous les facteurs sont positifs, on aura donc 


em tgy—) apr log ie cx er 8 Lae fae 


en désignant par 4) un nombre supérieur a | h|. Je le supposerai 
en outre moindre que y. Sous ces conditions, l’inégalité 


3 gh 1 ee , 
Cae a ca log ada < i: ete = Fost eae 
oO oO 


est évidente. D’ailleurs, quand on se donne le nombre positif y 
et que l’on a choisi le nombre positif yo, Vintégrale qui figure dans 
le second membre a un sens; c'est donc qu'on peut, a chaque 


nombre posilif ¢, faire correspondre un nombre positif «, tel qu’on 
ait 


Yo} 
— | —— Hy —— T rae 
J eta) b= * lop wd ese 


oO 


sous la condion ~% < &} et, par conséquent, 


of 
oh 
eT 
—rpy—t 
rf e— 2g —7— logadx << & 
oO 


ev 
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sous les conditions 7 < a, |h| <7. On prouverait de méme 
qu'il existe un nombre A, tel que l’on ait 


io @) 
h 
x I 
Ie —1 . 
i ektgy—t — 2 a logrdx << ¢ 
A 


sous les conditions A > Aj, |h| <m.- 
Sous les mémes conditions, on pourra donc écrire 


it - h) —V(y h) — °() 
PO + H—Po)_ ey ee) oe 


Ayant pris arbitrairement %o < y, ayant ensuite pris % inférieur 
au plus petit des nombres %, @, et A supérieur au plus grand des 
nombres A,, Aj, on peut faire correspondre au nombre posilif < 
un nombre positif 7 < 7% tel que, que sous la condition | h ans 
on ait 


i eels! eet 2 ery ee (”) ies 
ou en raison de l’inégalité (4) 

je y+ 2) esd hows =H) 2) y) IK Be 
et, finalement, 

ee . pate eae ay) |< Be 


toujours sous la condition | jh|< y. Il est donc bien prouyé que 
G(y) est la dérivée de I (y). 
Un raisonnement analogue montrerait que l’on a, en général 


eee zi ea Neg ada, 
‘y o 


262. — La fonction TF (y) peut étre mise sous une autre forme 


que V’intégrale 
re) 
f en ert dx 
oO 
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par laquelle on l’a définie. Sin désigne un nombre naturel tres 
A \ ry 1 x i = - + begs! 
grand, e~* est a peu prés égala (1 = =) ; on est ainsi porte a 


penser que l’intégrale qui définit P (y) est voisine de 


On montrera tout 4 l'heure que l’on a effectivement 


= [o76) n a \ 2 
(1) tim.| e * gv—! dx — f (: — 2 av ir |= O 
1 yese,0) oO oO n 


a ~\ 2 
. > 7 10° r 4 bs 
Je me propose d’abord d’évaluer | intégrale | (1 = ") gi dx. 
sf n 
oO 


En y faisant le changement de variable « — nv, elle devient 


rn n ¥ 
wb 
| (: = 4 ar’ dp = { (1 ad)" w—* di. 
1e) n (0) 


e 


Si l’on intégre, entre les limites o et 1, les deux membres de 
Videntité 


1 yp ly (1 opt — ale — oy, 


on trouve 


I I 
J (1 — t)? wo dy = nf (1 — t)"—! tv dy 
oO viJO 


. 


n(n — eed l 


yy + 1) (SER 1) en 


Ad 


| 


et par suite 


‘ HOVE nl Nowe 
(: = ) Oo RM eh og eer oe A 
we n aC Oecee ae) Rn 


En admettant la proposition énoncée plus haut, on aurait donc 


ong eomatymnll 2) +9) -( 3)} 
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La propriété qu’exprime cette égalité sera établie si Yon a établi 
: : SAP ean cD Ape Vp Ges SN 
la proposition qu’exprime l’égalité (1). 

J’établirai d’abord cette derniére en regardant y comme un 
nombre fixe compris entre o et 1. 

On a évidemment 


y 
fe —< gi" da -{"( foe) gee ake 
oO 
n a x n (0) 
— qian! ear ——e (Dees dx —+- e-? gi—! da. 
oO n n 


Que la seconde intégrale qui figure dans le second membre tende 
vers la limite o quand n tend vers + ©, c’est ce qui résulte éyi- 


*oO. 
demment de ce que lintégrale i e-* g/—! de aun sens; tout re- 
oO 


v 


vient done A démontrer que ona 


: nN x n 
lim. Cae (1 as a a’! dx =o. 
N=co @//0 uD 


L’étude qu’on va faire de la quantité entre crochets, que je dési- 
gnerai par (x), montrera que cette fonction, nulle pour « = 0, 
est positive pour les autres valeurs de « qui appartiennent a Vinter- 
valle (0, n), qu'elle passe par un minimum et que la valeur de ce 


minimum est moindre que 


(n — 1)e 


Il résultera de 1a que l’on a 


‘ sie ny ; 
2 W (a) av! dx < if ee ou ie Ow 


cette derniére quantité tend évidemment vers o quand y est un 
nombre fixe compris entre o et 1 et que n augmente indéfiniment. 
La proposition qu’exprime l’égalité (5) sera done établie pour ces 
valeurs de y, des qu’on aura établi les propriétés de V(x) qu’on a 
annoncées plus haut. 
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L’égalité 
xr n—i 
Wa) =e + (i —*) 
montre que ¥" (a) s’annule en méme temps que la fonction 


9 (2) =a + (n—1) log (1 —£), 


. 


eee it = Fe ; ‘ 
dont la dérivée est eat On reconnait sans peine que la fonction 


g(a) s'annule une seule fois dans l’intervalle (0, n) et cela, pour 
une valeur a quiest plus grande que 1. Cette valeur «, corres- 
pond a un maximum de ¥ (x), lequel est égal a 


= a. \n rt. n—t Lr 
Me 8 (1 SD Ne | | ee —9; 
n nh n 


la derniére égalité résulte de ce que VW (x,) est nul; la fonction 
W(x) croit deo aM dans l'intervalle (0, x), décroit de M a e™” 
dans Vintervalle (a), n); W(a) s’annule pour « =o et est positif 
pour les autres valeurs de l’intervalle (0, n). Enfin, si l'on regar- 
dait M comme une fonction de #, on verrait immédiatement que, 
dans l'intervalle (0, n), le maximum de M a lieu pour # = 1; il 


est 
=( t\n-1 I 1\" 
—(I — == ——(j — —-}. 
n nf n— i n 


On a dailleurs 


I\” I 
(: os ) << — 
Nv e 


car cette inégalité équivaut d la suivante 


T e 
n tog (1 ar} yes L, 


n 


qui devient évidente en développant le logarithme en série. 
On a donc 


M< gags 


ae re 


c'est ce que l’on avait annoncé. 
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263. — L’égalité 


Be el a Ts = Vi y a 
) 3a+y) =Tim.| n eae elie. 1) 


est donc établie pour les valeurs de y comprises entre o et 1, et la 
démonstration méme prouve que, pour ces valeurs, la quantité entre 
crochets tend vers une limite, lorsque n augmente indéfiniment. 


Il est aisé d’établir directement cette derniére affirmation pour 
toutes les valeurs de y. 


Remplacons en effet, dans la quantité entre crochets, n~’ par 
une puissance de e dont l’exposant soit 


n 


ylogn==—y(1 si ; = agen He Cee an), 


en désignant par C la constante d’Euler (n° 494) et par %, une 
quantité qui tend vers o quand n augmente indéfiniment; on aura 


nv(a +1) (. +2)..(1 == z) 


=.) (: os ) a € ae 2) “ a € si 4 os (1 + £y) 


en posant 
Ce — i Ens 


en sorte que ¢, tend vers o quand n augmente indéfiniment. 
On va montrer, que si l’on pose en général 


y 


iste ee 


le produit infini 


r= @ 


J] @+4 


T—=1 
est absolument et uniformément convergent pour les valeurs de y 


appartenant 4 n’importe quel intervalle, en sorte qu'il représente 
une fonction f(y) continue dans tout intervalle. 
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Si lon admet qu'il en soit ainsi, il est clair que l’on aura, quel 


que soit y, 


i us J is Ap ae Uy. 
lien. | "(1 of ) (1 as (3 4. |e fly). 


Quant a la convergence uniforme du produit infini, elle résulte 
de ce que l’on a, en vertu de la définition de u,, 


3 


ae I Lye I I y 
ae eS BO MN ROME EPEAT 3 1.2.3.4) r' Ame 
IRE Tee ap ey) a, james DiskvOwey jt 


et de ce que, si A désigne un nombre positif quelconque, la série, a 


termes positifs, 


A? I I 3 is det ee | its. 


est manifestement convergente, en sorte que si l’on désigne sa 
somme par B, on a, pour toutes les valeurs de y qui appartiennent 
4 l'intervalle (— A, A), 


la série dont le r*™* terme est  élant conyergente, le produit infini 


dont le r*™® facteur est 1 + u, est absolument et uniformément 
convergent dans Vintervalle (— A, A). 
Il convient de remarquer en passant la fagon étroite dont la fonc- 
tion f(x), que l’on vient de définir, est liée la fonction sin za. 
En partant de la relation 


r==00 
we 
Slee Sa rT —="\\, 
| fee 


as | 


établie au n° 200, on est tenté d’écrire 
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mais les deux produits infinis qui figurent dans le second membre 
n’ayant pas de sens, ce second membre est, comme eux, dénué de 
signification ; au contraire, l’égalité 
T==60 r= OO 
~.2 v6 Re es 
a of 67 = x = 
HE (0 )= Tf (+2) {IT (2) #4 
ifs if \ ie 
——2 | Rae r=I1 
ou les deux produits infinis du second membre sont convergents, 
d’aprés ce qui précéde, est évidemment légitime ; on en conclut 


x 


4 
(2) sin rx == nxf (x) f(— x) = ne | | (1 wie *) Cmen 
(hee 
/ 
en entendant que, dans le produit | | , r doit prendre toutes les 
valeurs entiéres (positives ounégatives), a/’exclusion de la valeur o. 


L’égalité (1) ou, ce qui revient au méme, I égalité 


\ / 


Lyi. [= ie coe erg Cate | 
(y) n=0oo yi (y si eee (y a, n) 


ou encore, en désignant par én une quantité qui tend vers o quand 
naugmente indéfiniment, 


1.3... 2. ny—-1 | é,) 


PO = Fy eI) OER) 


n’est établie que sous la condition 0 << y <1. II est maintenant 
aisé de voir que cette égalité, évidente pour y = 1, subsiste quelle 
que soit la valeur positive de y, c’est-a-dire pour toutes les valeurs 


de y pour lesquelles la fonction 


Pye [ e-¢ g/—! dz 


a été définie. 
‘Remarquons en effet que si l’on pose 


+ y—2 y—1 
g ee nee 1.2 ane Be nv |= LAB see N x n 5 % 
molyetia@e al yor. ea 


la fonction g (y), défin*e pour toutes les valeurs de y qui ne sont 
pas des nombres entiers nuls ou négatifs, jouit de la propriété 


gy +1)=y 9) 
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établie plus haut pour la fonction T (y), en partant de Vintégrale 
définie : on a en effet 


Gy 4) eS eee 


(Lig) Ps ee eae 


Le second membre, quand n grandit indéfiniment, tend vers y ; 
dot résulte la proposition a démontrer. 
Soit alors en supposant y > 1, K la partie entiere de y et 


y=K+y, (0 =—oy Ty 
On aura 
Doty ety ty So ce) Es 
g (YY) = (y — 1) (y — 2) --- (¥ — K+ 1) g (%), 
et, puisque g (y,) est égala TF (y,), il faut bien que g (y) soit égal 
aly) 
On peut donc regarder la définition de g (y) comme une nou- 
yelle définition de la fonction T (y) définie d’abord, mais incom- 
plétement, au moyen d'une intégrale : la nouvelle définition s’éten- 


dant 4 toutes les valeurs de y autres que 0, — 1, — 2, ...; il 
revient exactement au méme de définir la fonction PF (y) par les 
égalités 
jo 
I Gy aie 
r (y) =—anVOre moe 7) =— (: ae ”) 2 \ 


d’ou il suit que T° (y) est Vinverse d’une fonction continue dans 
tout intervalle, fonction qui s’annule pour y = 0, — 1, — 2, ..., 
et seulement pour ces valeurs. De ‘ces égalités et de l’égalité (3) 
résulte immédiatement la relation 


\ 1 Tv 
1 Ge 2) Sa: 


, I 
. Bo) ~ B) 
qui pour « - donne 


d’ot lon déduit, en remplacant « par x?, 


le) — 

2 ! ia. L2 Vn 
ed as — e- dz = —. 

0 2 i 2 


CHAPITRE VII 


SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 


264. — Reprenons la formule, établie au n° 234. 


(fe+h=f@+is@+ “fer. 
ub (1 — 0)n—p fm 


/ hn-t ve | : 
(+ 1.2... (n— ny SNe as ne ae (a + 6h) ; 


6 est un nombre compris entre o et 1, 2 et p sont des nombres na— 
turels. Cette formule sera légitime si la fonction / (a) admet une 
dérivée ni’? dans un intervalle auquel appartiennent les nombres 
x, « +h, ce qui implique la continuité de la fonction f(x), l’exis- 
tence et la continuilé des dérivées jusqu’a ordre n —- 1, dans cet 
intervalle. 

Supposons que ces conditions soient vérifi¢es quelque grand que 
soit n, eb que, en outre, pour les valeurs considérées de x et h, le 
terme complémentaire 


GS Q)n—P hr 


(n) : 
ieee koe coat (@ + Oh) 


ait pour limite o quand n augmente indéfiniment ; alors la série 
indéfinie 


hr-} 


FOE POR Mlb im ean Gece + = 


sera convergente et aura pour somme f (a + h), puisque la somme 
de ses n premiers termes différe de f (a + h) d’une quantité qui a. 
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pour limite o quand n augmente indéfiniment ; on pourra donc 


* 


écrire alors 


0) fe+h=f@+if@+ore+-.: 


cette formule permettra de développer la fonction f (a + h) suivant 
les puissances entiéres et positives deh, siles conditions pour qu'elle 
soit applicable sont réalisées ; a la vérité, il est souvent difficile de 
reconnaitre qu’il en est ainsi, lorsqu’on part d’une fonction donnée 
f(x); Vexpression générale de la dérivée n°”? de cette fonction 
peut étre fort compliquée, et il devient alors fort malaisé de recon- 
naitre si le terme complémentaire tend vers o quand n augmente 
indéfiniment. 

On reconnait immédiatement que ce terme complémentaire tend 
vers 0, pour les fonctions f (a) telles que leurs dérivées f" (x) res- 
tent toutes inférieures, en valeur absolue, 4 un nombre positif fixe 
pour les valeurs de « appartenant A un certain intervalle. C’est ce 
qui arrive pour les fonctions sin «, cos x, e”, auxquelles la formule 
(1) s’applique sans difficulté. 

Quand on aaflaire a une fonction f(a) dont on sait que f(a +h) 
est développable en une série qui procede suivant les puissances 
entiéres et positives de h et pour laquelle on sait effectuer le déve- 
loppement, la formule (2) permet, en s’appuyant sur ce que ce dé- 
veloppement ne peut s’effectuer que d’une seule facgon (n° 473), de 
trouver la forme de la n'*e dérivée f™ (a) de f (ax). 


Si, par exemple. on prend f(x) = e—**, on trouve sans peine, 
pour la dérivée ni’? de cette fonciion, l’expression 


n(n —1) 


(— 1)" | (any? — PAE (nema ge, 


a (= 1)i n(n as = es Pet 1) (20)n~2 we el 


la quantité entre crochets est un polynome de degré n dont le der- 


. ean Rd eee 
nier terme s’obtiendra en faisant 1 = , oui =~ suivant que 
2 


n sera impair ou pair. 
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La formule de Maclaurin (n° 232), 


a OTST O + rah 0 + 
ds hs SRS Fe a 


Lp ame 


\ 


suppose que la n° dérivée f/f! (a) de la fonction f(a) existe 
dans lintervalle (0, «). Elle donne lieu aux mémes observations 
que la formule dite de Taylor, d’ot elle a été déduite. Si elle est 
applicable quelque grand que soit n et si le terme complémentaire 


(1 aes GQ)" =P gn (n) ‘ 
rasa (Ne cea, 
tend vers o quand n augmente indéfiniment, la série indéfinie 
flo) + 2 (0) + 5 fi) bee t pt (0) + 
ty ite i een oe - 


sera convergente et aurapour somine f (x) ; si ]’on arrive & recon- 
naitre que ces conditions sont réalisées, on pourra donc développer 
Ja fonction f(x) suivant les puissances entiéres et positives de x 
par la formule 


(4) f@o=fo +2 o+pro)+.... 


Cette formule s’applique immédiatement, en vertu d'une re- 
marque faite sur la formule de Taylor, aux fonctions e’, sin x, 
cos « et d'une facgon un peu plus difficile, aux fonctions (1 + a)”, 
log (1+ «), arctga, lorsque « est intérieur a l’intervalle (— 1, r). 
On montre alors que le terme complémentaire tend vers o quand n 
augmente indéfiniment. Je ne m’y arréterai pas. 


265. — A la formule de Taylor se rattache une formule impor- 
tante dite habituellement formule sommatoire de Maclaurin, bien 
qu'elle soit due a Euler, qui en a d’ailleurs tiré grand parti ('). 


(1) Institutiones calculi differentialis. Chap. V. L’attribution de cette formule 
i Euler est due & M. Enestrém; voir dans le tome V des Acta Mathematica 
p- 2 la réimpression du mémoire de Malmsten. Sur la formule 
; h ; B,h2 A, 
hu’, = Aus — 5 Ate. = fae Au," —.., 


C’est, pour ce qui concerne le reste de la série, l’analyse de Malmsten qu’on 
trouyera plus loin, 


Taynerny Il. — Introduction & la Théorie des fonctions 7 
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Soit f (a) une fonction dont je supposerai qu'elle admette, dans 
un intervalle auquel appartiennent les valeurs 7, # —- h de la va— 
xv), «.. dum ordre au 


 f 


riable, des dérivées continues f'(x), ( 
moins égal & l’ordre de celles qui figureront dans les formules qui 
vont suivre ; posons pour abréger 

f® (a + hy —f® (2) =A Sf @); 


on pourra écrire 


fom he 
MOU e+ E+ +P fe) rhrey 

/ bh? oy he ) yt 
(1) PAS CA ah (x) 4 sae Papa r4o, 
Phot 8 fe (a) == I fra) +h Ho, 


en posant, suivant qu’on adoplte une forme ou l'autre du terme 
complémentaire de la formule de Taylor, 


I /y 


Peg Wa ae (p —i-+ 1) fe &) 


ou 


te —< | (u — de- fert (@ + hl) dt; 


teh wrote 


dans ces formules 7 doit prendre les valeurs o, 1, 2...,p — 1; dans 
la premiére € désigne un nombre dont on sait seulement qu'il est 
compris entre ~ et « +h. Il est clair que, entre les équations (1), 
on peut ¢liminer les quantités 


Wf" (a), AES ™ (e)yreeey nef (ce) ; 
il suffit pour cela de les ajouter membre a membre aprés les avoir 
multipliées par des nombres Ao, A,, .... Ap—1 qui vérifient les 


équations 
1 
Ay Ay 
= ——— oO, 
veo I 
A A A, 
—t, $+ So, 
AO} oan i I 
0 A, Ags 
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Si l'on adopte ces valeurs pour Ay, Ay, ..., Ap—1, on aura 


(2) NoAf (2) FAAS" (@)-+ oe Ay sdf O(a) —=Aghf"(a) + WHS, 


en posant, pour abréger, 
Sy, = Nog + Ayoy AF pee ale A, iP. 


Des équations qui déterminent Ao, Ai, ..., A,—1 on tire succes— 
sivement 


I I 
Ag A Ag O, eee 


On remarquera d’abord que, si l'on augmente p, les premicres 
équations restent toujours les mémes, en sorle que les valeurs 
écrites ci—dessus, par exemple, conviennent quelque grand que 
soit p. Les valeurs des coefficients Ao, Ax, As, ... somt manifeste- 
ment rationnelles. 

Enfin ces équations ne dépendent en aucune facgon de la fonc- 
lion f(a”) et cette remarque, en prenant pour f(x) des fonctions 
particulieres, va nous fournir des renseignements sur les valeurs 
des nombres Ao, Ai, ..., Ap_i- 

En prenant d’abord f(x) = e’, les quantités Af(x), Af'(x), ... 
sont toutes égales a 


errh — et = et (e” we a 1) 


en sorte que la formule (2) donne, aprés avoir divisé par e”(e’—1 ), 
et en tenant compte de ce que Ao est égal a 1, 


h S,e—*h 
2 Ly—A hy) . 
(eon eae. Ayh + A,h? + ... + A, she? — BS seer 


celte derniére formule subsiste pour h =o, si l'on convient d’attri- 
P ; : h q By! 
buer alors la valeur 1 a la fonction Frere Le dans ces conditions, 


est une fonction continue, quel que soit h. Dans le dernier terme 
du second membre, le coefficient de h? est une fonction bornée de 
h, 
n’est autre chose que le développement par la formule de Maclau- 
rin de la fonction de h 


pour fh voisin de o; il résulte de la que ce second membre 
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développement qui contient p termes réguliers et le terme complé- 


mentaire 


Puisqu’il ne peut s effectuer que d’une seule facon (n° 194), A, 
est la valeur, pour z = 0, de la dérivée n° de la fonction 


divisée par 1.2.3 ... 7. 
Bien que la conclusion ne suppose pas qu’on ait établi la possi- 


bilité de développer cette derniere fonction en une série (indéfinie) 
enliére en z, je prierai le lecteur d’admettre cette possibilité ak oe 
sera commode, dans un instant, de pouvoir l'invoquer. Dans un 
autre chapitre, on établira que ce développement est légitime, sous 
la condition |z] < 27; on a l’habitude de l’écrire sous la forme 


z I B B 
B Sg ee Yay ee ee eet ee oe 
(B) gies 2 To aoe ee 
n 
ae (— i le = B gen 1 
Le ee a * 
f—*z, il n’y figure a terme de deeré impai 
sauf — —z, y figure aucun terme de degré impair; cela ré- 
sulte de ce que la fonction 
Zs ch © 
Zz Ss AR ons og | Zz 2 
ee Su Se eee ge ea ez 
sh 
2 


r > 5 r - . " 
élant paire, son développement ne doit pas changer quand on 


= , (1 
change z en — z. Puisque le développement de — —~ ne peut se 
e* | ie y cs 


faire que d’une seule fagon, il est clair que l'on doit avoir 
Non4 1—O, Aon = (— Pea. 7 


Les nombres rationnels B,, B,, ..., Bn, ..., définis comme on 
vient de le faire, sont ce que l’on appelle les nombres de Bernoulli : 
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ils s'introduisent dans de nombreuses questions d’Analyse et jouis- 
sent de curicuses propriétés arithmétiques ; voici la valeur des dix 


premiers 
Pp Soil. Rl oleiry Ae pi peeeene rs, 
= 6 P= 35° B= yy B= 35 = 56" 2730 
ete WaOts 43867 __ 174611 
BSS CON apes pc al renee ca 


En adoptant ces notations, et en prenant p = 2”, la formule (2) 
peut sécrire 


| 47'@)=afle)—F ape) + 5 AP) — 3g Ae) + 


| n Bye Ae 
Net et as .. (a2n— 2) 


Af te -\(a) in Ron+1 , 


en posant 


h2en+t 
Ront4——-— [ eo— 


i hiee eeae 10 les 


Si l'on prend pour 4, Qtr «++» Con—s les expressions qui compor- 
tent une intégrale définie, que l’on a rappelées un peu plus haut, 
ro) es 
on peut écrire 


ent 1 . 
Reng1 =———,- f P(t) fort '(w + he) dt, 
vO 


eee 


en posant 


P()=(r—— E38 yes ¢ MARY By —pees 


1.2 
(9) rie == i ee ue 2S oir 1) Ba joes ah 
| age ( — te SL oe H) (hs (1 re i)? 


Dans cette formule, en avant des nombres de Bernoulli, figurent 
les coefficients binomiaux, pris de deux en deux, et relatifs a la 
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puissance an", Avant de transformer lexpression de Ren+i, je 
ferai de la formule (4) une application qui nous conduira a des 
résultats importants en eux-mémes et indispensables pour cette 
transformation. 

Si l’on suppose que, dans la formule (4), f(2) soit un poly— 
nome de degré inférieur 4 2n + 1, le reste disparaitra de lui- 
méme ; on obtiendra ainsi des identités qui, en égalant dans les 
deux membres les coefficients des diverses puissances de «x, four- 
niront des équations qui permettraient de calculer successive— 


ment B,, Bs, ... ; sans nous arréter 4 ce point, prenons en parti- 
culier 


on aura 


(n == 1) (Gs Ae 1}% — grt! _ (a ois, Page — n+ tI z [a — (a — I 7) 


1 2 
(6) PE ee aE: [art — (@ — 1)"-4] 
es eee 
Le dernier terme contient [a — (a — 1)| quand n est pair et 
[a? — (« —1)*| quand n est impair. Si l’on désigne par p un 


nombre entier positif, que l’on remplace dans |’équation (6) x suc- 


cessivement par 1, 2, ..., p et que l’on ajoute, on aura, aprés 
avoir divisé par n + 1, 


n 5 wes a Feces © I n+1 _ n sine I n 
, i m+ 2" + ... + (p— 1) al es lp See ts 
4 | 
| Lop (n+ 1)n p+ — B, (n+ 1)n(n ‘ 1) (n— 2) prose a 
1,2 2 Lead 


Le second membre de cette formule, quand on y replace l’indé- 
terminée « au lieu de l’entier p, est ce que l’on appelle un polynome 
de Bernoulli, je le désignerai dans ce qui suit par On (ae)s st Pon 
tient comple de la remarque précédemment faite & propos du 
dernier terme de Ja formule (6), on voit qu’il convient d’écrire 


: 
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- ( ’ 
| (2N--1)%on(e) = o2nt4 — ant ; ont B, Jerse 2” 2n—1 
p (2h? tan (an— t) (222) pons 
a 1. 2.di4 
ys 28 -+1)on...(an—mi+-2) oe seie 
P ee weer a 
» 20+ 1 
@) ah ew 
ING on_4(e) == 2” — an I 21-1 a ‘fis 1) 2n—2 
I 2 1.2 
an(a2n — 1) (2n — 2) (an — 3) , 
ay 2n(an—1)...(2n—2I-+1 = 
—(—1)'B; u( aoe = gee aN a ) een at 4, 
one CUT eS ert 
(—1)” J ae ae 


Les formules (6) et (8) mettent en évidence les relations sui- 


vantes : 
(gaz) — of — 1) = — 1), 
(9) gn (2) mine OO (— x) = — Sia ae 
Pont (2) — Yaa (=) = — te! . 


En changeant dans la premiére de ces équations n en 2n, « en 


-1— et ajoutant, membre 4 membre, 4 la seconde équation, on 
trouve 
(10) ean(@) + Pan( — 2) = 0; 


on obtient de méme 
bis 5 fy — 
(10 ; ) Son_1 (2) ae Sn—1 (1 Pa, x) — Oo; 
Ces relations montrent que ©;,(x) est une fonction impaire de 
1 : ; ' 
“— >, et par conséquent s annule pour « = 3) au contraire 


. . 1 
on—1 (a) est une fonction paire de 2 — | 


Les formules (8) montrent que tous les polynomes 9,,(«) sont 
nuls pour «—o0; la premiére des formules (9) montre ensuite . 
quils sont tous nuls pour « = 1. 
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Enfin, si dans Tes équations (8) on prend les dérivées des deux 
membres, on trouve immédiatement 
(11) G'on(x) = 2NFon—1 (2) — (— 1)"Bn, 
ry 
Pont4 (x) = (2 Osa 1) Pan (x), 


qui vont permettre d’établir la proposition suivante : 


\ I 7 x 
Le polynome ¢:,(x) nul pour « = 0, x 57 e = 1 garde le 


; : I 
méme signe pour les valeurs de 7 comprises entre 0 et 5, change 


; I : 
de signe pour # = ,, et garde un signe constant pour les valeurs 


2) 


. I 
de « comprises entre 5 cbt. Le polynome %,,, (2), nul pour «=o 


et x — 1, garde un signe constant pour les valeurs de « comprises 
entre ces deux nombres. 

Ce théoréme se vérifie sans peine pour les petites valeurs de 1; 
admettons qu’il soit vrai pour les polynomes @),,_,(), Q2n(%), et 
démontrons qu’il subsiste pour les polynomes 95,4) (@), Qan42\2)- 

Si le polynome g,,,,(a) s’annulait pour une valeur @ de x, autre 


, : I l 
que o et 1, appartenant a l'un des intervalles (0.)), & '), au 


premier par exemple, sa dérivée ¢’,,,, 2) s’annulerait pour un 
nombre compris entre o et ~, distinct de ces limites; il en serait 
de méme, en vertu de la deuxiéme égalilé (11), du polynome 
re A 4 \ 5 \ —e r i A 
Oe), Ce qui est contraire & Vhypothése; il résulte de la méme 
égalité que la fonction %,,,,(a) varie toujours dans le méme sens 


I ° 
quand w croit de o 4), et dans un sens contraire quand  croit 


ee : 
de yal: la fonction 
(an + 2)¢anga(#) + (— 1)*Bn ya 
A ae I 
peut donc s’annuler seulement une fois dans l'intervalle (0, ) et 
\ 4 


axe ne I S 
seulement une fois dans l’intervalle (2, 1); il en est de méme de la 
\ 


fonction ',,;2() qui lui est égale, en vertu de la premiére éga- 
lité (11). Or si la fonction Qn49(%) S'annulait pour une valeur 6 


1 f I 
de x autre que o, »? 1, comprise par exemple entre o et + la dé- 


CHAPITRE VIII. — SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 105 

rivée '5,,, devrait s’annuler pour un nombre compris entre o 
. I 5 . 

et Bs et pour un nombre compris entre 6 et 3? ce quon vient de 


démontrer ¢tre impossible. I] résulte de ce qui précéde que, dans 


Vintervalle (0, 1), la fonction 9,,,,(#) passe, pour # = 5° par un 


maximum ou un minimum et que, dans l’intervalle (0, 1), ilnya 
pas d’autre valeur de la variable qui lui fasse acquérir soit un 
Maximum, soit un minimum. 

La valeur de ce maximum ou de ce minimum se trouve facile 
ment en partant de ce fait que l’on obtient le polynome (a) en 
multipliant par 1.2.3. ... le coefficient de 2” dans le dévelop— 
pement en série, suivant les puissances enticres et positives de z, 
de la fonction (‘) > 


Cette proposition se vérifie immédiatement. La formule (B) 
fournit les développements en série des fonctions 
I Ge 


I 
=S a = BE eee 
e —I (ZO | e* ——- J 


en multipliant la premiére série par 


a 222 


Xz 
poe o 


| Vee? 


et retranchant du résultat la seconde série, on obtient le dévelop- 


pement cherché (2). 


(‘) La plupart des propriétés des polynomes de Bernoulli peuvent se déduire 
de la. Voir sur ce sujet le Trailé de calcul différentiel de M. Bertrand (p. 352); 
jai emprunlé au méme ouvrage la démonstration de l’existence du maximum 


aes I 
ou du minimum pour 7 = a 


(®) Notons en passant que, en supposant x entier positif, la fonction consi- 
dérée peut étre remplacée par 


1 + e7 + e + .,. + e(*—1)2 


et que le coefficient de z” dans le développement de cette expression est ma- 
nifestement 


Gee ena, ate aee 


1.2... 2 
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TL suit de 1a que @5,_ i s’obtiendra en multiphiant par 
1.2 -.(2n —) 


le coefficient de z?”~' dans le développement de 


le second membre se développe de suite en série au moyen de la 
formule (B) et l’on trouve 


I B, 2°" — 1 
(12) em(3) i ae 


Enfin la premiére égalité (4 1) conduit & la suivante : 


I 
on(1) — %2n(0) = anf Con—1 (#2) dx — (— 1)"B,, 
oO 


dot 
At 


' (— 1" 
(13) Gon—1(x)dae = + By. 
2 2n 
(6) 
Nous sommes maintenant en mesure de transformer l’expression 
du terme complémentaire. 
En comparant les équations (5) et (8), on voit que lon a 


@ (t) == 2N2_4(1 — 2); 


le second membre, en vertu de l’égalité (10 "*) 


finalement ona 


‘fost 


—— fy2n+1 
a ae ae 


ey bona (t) f2et . 
1.2 ... (22 — mJ on— a(t) fart! (ae + hé)dt. 


Oo 

La fonction @,,_, (¢) ne changeant pas de signe dans |’tntervalle 
, . i x ae " ' ~ = 4 \ 
(o, 1) on peut appliquer a lintégrale définie le premier théoréme 


de la moyenne et, si l’on tient compte de P’équation (13), écrire 


5 faa ppl B, n m-t- 
2) Rags Be pay 


en désignant par 9 un nombre compris entre o et 1. 


CHAPITRE VIII. —— SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 107 


Si dans V’intervalle (0, 1) la fonction de ¢, f?”** (a + ht), ne 
changeait pas de signe, on pourrait appliquer d’une autre fagon le 
méme théoréme de la moyenne et, en s’appuyant sur ce que 
Don 1 i) est un Maximum ou un minimum de la fonction 95, (0) 
dans l’intervalle (0, 1), écrire . 

Reh al pss gp hoe Meera iy 


he Geen y ee 


en désignant par § un nombre appartenant a l’intervalle (0, 1). Les 
formules (15) et (16) sont dues 4 Malmsten. Lorsque R,,,,, dimi- 
nue indéfiniment quand n augmente indéfiniment, l’équation (4) 
peut ¢tre. remplacée par une autre équation, dans le second mem- 
bre de laquelle figure une série indéfinie. La convergence de cette 
série n’a lieu que dans des cas trés particuliers (') ; mais la formule 


(4) n’en a pas moins une grande importance; on a vu plus haut 


comment elle fournissait immédiatement la somme des puissances 
nemes des p premiers nombres entiers; elle conduit de la méme 
facon a une expression de la somme 


fi) +f (a) +f ) 
qui pourra servir 4 l’évaluation approchée de cette somme, si pour 
des valeurs convenables de n le reste complémentaire se trouve étre 
suffisamment petit. Je me contenteraide citer dans cet ordre d’idées 
Vapplication de la formule d’Euler aux hypothéses suivantes : 


h—t1, a (az) = lop T(t), 
Af () = fle-+ 1) — f (@) = | log (ax) + « log « — a, 


en renvoyant le lecteur, pour Je détail des calculs, au mémoire 
déja cité de Malmsten. On parvient ainsi 4 Ja formule de Stirling 
savoir : 


log T (« + 1) = . log (2m) + (« =e 4) log 2 — & 


Eee! By +1 B.. i 

Bigs he ee 
| : eae a yes J I (— beg Bh LS () 
: (an — 3) (an — 2) gens (an = I) an gen! ’ 


(!) Voir le mémoire de M. Darboux: Sur quelques développements en série. 
(?) L’expression, du reste, est due & Cauchy. 


4 
; 


, 
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.s 


ou @ est compris entre o et 1. Cette formule, qui est légitime, 
pourvu que « soit positif, fournit des valeurs trés approchées de 
[ (a+ 1), ou sia est entier, du produit 1.2 ... x, lorsque x est 
tres grand. 

La formule d’Euler, légérement modifiée, permet aussi de cal— 
culer approximativement une intégrale définie. 

Soit en effet I (2) une fonction continue et admettant des déri— 
vées dans l'intervalle (a, 6), et soit, en désignant par p un nombre 


: a pee 
entier positif et en posant h — apo 


S,=hA(F(@)+F(a+h) +... + Fa+ (p—1)h)]; 
si, dans la formule (4), on remplace /’ (a) par F (x), Af (ax) par 
ath 
i F (x)da et que l’on ajoute membre & membre toutes les 
bd 


équations qu’on déduit de I’équation ainsi obtenue en y remplacant 
successivement « par a4,a+h,a-+ ah,...,a+(p —1)h, on 
trouve 


S. = [ir nde —" [8 (b) — F(a)] 


a i Eb) F(a) 
B a) h2n—2 - < 5 
ate ae eee ae eS nee on ae) 7 (2n—3) 
oA id) 1.2... (2n — 2) ie (6) : an 


Quant au terme complémentaire, si l’on se reporte A la formule 
(15), on voit qu’on pourra, en désignant par M2, un nombre po- 
sitif égal ou supérieur aux valeurs absolues de F°”) (a) dans lin- 
tervalle (a, b), et par @ un nombre appartenant a l’intervalle 
(— 1, + 1), l’écrire sous la forme 


Si la formule (16) est applicable, on pourra écrire 


=" n+1 B Cy: ae 
it tent cat Yen h2n [F@r—1) (6) — FRx) (q)]. 


Wa sac Da 2nd 


Ces formules résolvent enticrement le probléme posé. 
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266. — Soit 


(1) FeO) fa (O) ee Jn (2) Ae 


une série dont les termes sont des fonctions bornées et intégrables 
de la variable « dans lintervalle (a), a); si cette série est unifor- 
mément convergente dans cet intervalle, au sens étroit (n° 182), 
il en est de méme de la série 


(2) ia (x) dx + [oh (w)da +... + : i (ae) dar =o 


soient 9 (a) et (a) les sommes respectives des séries (1) et (2) ; 
la fonction o (a) est bornée et intégrable dans l’intervalle (a,, a), 
el l'on a, pour toutes les valeurs de « qui appartiennent a cet inter- 


& (cr) ae («) de. 


Désignons en effet par S, (a) la somme des n premiers termes de 


valle, 


la série (1) et par R, (x) le reste correspondant, en sorte que l’on 
ait 
2 (2) =S, (2) +B, (2). 


Je dis d’abord que la fonction @ (a) est bornée et intégrable dans 
Vintervalle (a,, a). 

Soit en effet ¢ un nombre positif arbitraire ; puisque la série (1) 
est uniformément convergente, au nombre ¢ correspond un nom— 
bre naturel p tel que l’on ait, pour toutes les valeurs de l’indice n 
supérieures & p et pour toutes les valeurs de « appartenant a l’in- 
tervalle (a, a), 


eg (a) ee. 


De cette inégalité et de ce que la fonction S, (a) est bornée, il 
résulte d’abord que la fonction @ (a) est bornée dans |’intervalle 
(a,, a). Dans ce méme intervalle, ’écart de R,, (a) est inférieur a 
22. Ceci posé, soit « une valeur quelconque appartenant a l’inter- 
valle (a), a): la fonction S, (a) étant, par hypothése, intégrable 
dans l’intervalle (a), «), au nombre positif ¢ correspond certaine- 


IIo INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


ment une décomposition de lintervalle (a), x), telle que la diffé- 
rence entre les somes supérieure et inférieure, relatives 4 cette 
décomposition et évaluées pour la fonction 8, (a), soit moindre 
que <; la méme diflérence, évaluée pour la fonction R, ay sera 
moindre que 2(a —a,)¢, puisque l’écart de cette fonction est 
moindre que 2¢ et que l’écart de l’intervalle (a,, a) est au plus égal 
Ad (a —a,); la méme différence enfin, évaluée pour Ja fonction 
Sn (x) + Ra(x), ou (a), sera moindre que 


e[t + 2(4a—ay)]; 


comme ¢ est arbitraire et que le facteur qui le multiplie est cons- 
tant, ce produit peut étre supposé plus petit que tel nombre positif 
arbitraire que l’on voudra; il est done démontré que la fonction 
o (x) est intégrable dans l’intervalle (a), a); il en est de méme de 
la fonction 


Ra (2) = ¢ (2) — 8, (2) 


et l’on a, pourvu que « appartienne a lintervalle (a, a), 


54 ze (x 
(3) J o (x) de = [ S, (a) de + R,, (x) dee. 

ay rw, ay ee ay 
La seconde intégrale du second membre est, en valeur absolue, 
moindre que ¢ (a — ay) ; on voit donc que, sous les seules conditions 


a,<e<a, n=p, 


xr 
on peut affirmer que la dillérence entre f o(x) dx et 


ag 


f ‘8, (0)de = [ fi@de+| f(de+..+ 4 feladdn, 


0 J %y a uM 


est moindre que ¢ (a — ad); cette derniére quantité pouvant repré- 
senter tel nombre positif que l’on voudra, il est prouvé que la sé- 
rie (2) est uniformément convergente dans l’intervalle (a), a) et que 


fa) 
x 


sa somme ® (x) est égale & | (ax) da. 
e/ hy 


Supposons, en conservant d’ailleurs les notations et les autres 
hypothéses, que la convergence de la série (1) ne soit assurée, dans 


is 
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lintervalle (a,, a), qu’au sens large. On peut, 4 chaque nombre 
positif ¢, faire correspondre un nombre naturel n tel que Von ait 
|Rn (a@)| < ¢ pour toutes les valeurs de # appartenant a l’intervalle 
(a), a). Le raisonnement dont on s’est servi prouve que la fonction 


e\ 


CZ 
g(a) est intégrable dans l'intervalle (a), a) et hl Sn (a) dex est 
ie 


x 
une valeur approchée de | (x) dx avec une erreur moindre que 
/ Ay 


¢(a — a,), erreur qui peut étre supposée aussi petite qu’on le veut ; 
mais on ne peut conclure de 1a ni la convergence de la série (2), mi 


Zz 


Pégalité de la somme de cette série uf @(x) dx; on pourrait en 


ag 
effet s’éloigner de cette derniere quantité en prenant dans la série 


(2) plus de n termes. 

Si l’on suppose par exemple (*) la série (1) telle que S, (a) soit 
égal 4 nve~”” ou ao suivant que n est impair ou pair, cette série 
sera uniformément convergente, au sens large, dans l’intervalle 
(0, 1) et 7) (x) sera égal a o. On a d’ailleurs suivant les cas 


La série (2) n’est pas convergente. 

C’est sur le cas d’une série dont les termes sont des fonctions 
d’une variable « qu’on a appelé l’attention ; mais le lecteur, s’il veut 
bien se reporter au n°? 484, n’aura aucune peine & énoncer et a 
démontrer une proposition plus générale que le théoreme relatif d 
lintégration, terme par terme, d’une série. Ce dernier théoreme 
entraine la réciproque que voici : 

Soit 


une série convergente dans l’intervalle (a,, a), soit @ (x) la somme 
de cette série ; supposons que, dans l’intervalle (a), a), les fonctions 


(4) Cet exemple est di & M. Osgood (Bulletin of the american mathematical 
society, 2° série, T, IX, p. 553). 
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Sila), fa(x), ---» fr(&), ... admettent des dérivées continues I, @ 
Fr(@), ---> f, (@), .». 3 si, dans le méme intervalle, Ja série 


(4) file) + f@ + + fie 


est uniformément convergente (au sens ¢troit), la fonction O(a) 
admettra une dérivée dans l’intervalle considéré et cette dérivée 
sera la somme ¢’ (a) de la série precédente. 

Si en effet on applique a cette série le théoréme direct, on voit 
que, en désignant par # un nombre appartenant 4 J’intervalle 
(a), @), on aura 


i dade = [ file)de + ff.) de a: 


mais on a, en général 


{, Pre) Co, (Ea ae) 


puisque la fonction f} (a) est continue dans l’intervalle (a,, a). On 


aura donc 


{ as ee ee a ee 


“0 
= 9 (2) — ¢(a). 
La fonction ¢! (a) étant continue, puisque la série (4) est unifor- 
x) est bien la 


mément convergente, cette égalité montre que Q' ( 
dérivée de (a) (n° 251). 

Une série peut étre uniformément convergente, avoir pour termes 
des fonctions continues, sans que la série des dérivées soit conver- 
gente. La fonction sans dérivée étudiée au n° 237 peut servir 
dexemple ; il en est de méme de la série dont le ni? terme est 

sin (1.9.3... 2.2) 


LaaROr eee 


qui, comme M. Darboux |’a montré, n’a pas non plus de dérivée. 
Voici maintenant quelques applications. 
Considérons la série, entire en x, 


o(x) = Up + We +... + Ue + ..., 


1 
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OU Up, UWi,.--, Un,--. sont des constantes ; supposons que cette série 
soit absolument convergente pour z = A; elle sera uniformément 
convergente dans l’intervalle (— A, A) et si « appartient a cet 
intervalle, on aura 


* a? nti 
g(x) dx = uye + wy “+ ws + Uy +... 
oO 


On a vu, en particulier, que l’on avait, en supposant | «|< 1, 


I 
a ay eae ae A054 
cays 4 (1a 2 
eek eee — iI ge? 4 i ( eae ate 
Te T eee tT in oxele 
I lg MOR eT 
ee Aaah ee 
3 2 Dalene 0 


et que les trois séries qui figurent dans les seconds membres sont 
absolument convergentes dans l’intervalle (— A, A) en supposant 
o<A<1r; si donc & appartient 4 cet intervalle, si, en d'autres 
termes, sa valeur absolue est inférieure & 1, On aura 


log (1 AOA eee eee ire a+ ( eee + 
S PUNT 2 : pe i Pe 
ALCS Li —— Z aA + aj ( ae yaks 
i Ee Se Bi 3 : Dip fe nye 
: x oe 1 2 be 3 E-d.20(3n —— 1) gers 
are sin 2 == — 2 oes m5 —— — : 
I BF 3 Delica Ob iP ae I 


En supposant toujours | «| <r, on démontrera de méme que l’on 
a (n° 196) 


if ae L a gen+t 
ath’x==log\/ - SS he tee Soar eee 
Cay I 3 ie i 
3 
eee L 12 
ash «log (x + V1 re ue nes ater 
Oe 2) ee ee te 


sleet )h Die aw Ait balk Sh 


on reconnaitra plus tard que ces formules subsistent pour 2 = 1 
ou 2 == — 1 lorsque les séries correspondantes sont convergentes : 
on reconnait d'ailleurs immédiatement que celles des valeurs 1 ou 


Tannery JJ, — Introduction & la Théorie des fonctions 8 
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— 1 qui rendent divergente une de ces séries rendent infinie la 
fonction correspondante. On a déja signalé (n° 493) lutilité de 
certaines de ces séries pour le calcul des logarithmes. L’expression 
de arc tg « appliquée 4 lidentité, bien aisée 4 démontrer, 


i 
— y tg SAS 

i 4arc tg 8 arc tg 339 
fournit le moyen facile de calculer x avec une trés grande approxi- 


mation. 
Considérons encore la série 


10 == OD 

N 20 
mad 07 — te 
n=I 


elle est uniformément convergente pour les valeurs de « qui appar- 
tiennent & l’intervalle (— g, %), en désignant par ~ un nombre 
positif plus petit que 7. La somme de cette série est d’ailleurs 


cos £ 
sin x 


' I r e . 
(n° 204) égale a — 3 cette égalité subsiste méme pour «=o, 
COS x I 
si l’on convient de regarder la fonction - sin zy Comme prenant, 


pour x = 0, sa vraie valeur, 4 savoir 0 ; on aura donc 


pourvu que a appartienne a l'intervalle (— g, @) : cette égalité 
équivaut & la suivante : 


: sin & 
pour « = 0, on doit remplacer - ~ par 1. Le second membre est 


une série uniformément convergente dans l’intervalle (— a, a). 
On déduit immédiatement de cette égalité 
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cette égalité, démontrée pour les valeurs de « comprises entre — 7 
et +. 7, subsiste évidemment pour les valeurs — met + 7, qui 
annulent sin x, et pour toutes les valeurs de x A cause de la pério— 
dicité des deux membres. On voit ainsi comment se relient les 
résultats pour lesquels on avait été obligé de donner deux démons- 
trations distinctes (n* 200, 204). 


267. — Les séries trigonométriques sont des séries de la forme 


3 to + (a, cos x + 6, sin x) + (a, cos 292 + by sin ax) +... 


+ (a, vos nx + 6, sin nx) + ...5 


x est une variable que l’on supposera, dans ce qui suit, appartenir 
4 Vintervalle (— 7, + 7%); do, a1, b1,..., Qn, bn,... sont des coeffi- 
cients constants; dn cos nx + by sin na est le (n + 1)iéme terme 


5 r . . I 
de la série; on a affecté le premier terme du coefficient » pour la 


commodité des calculs ultérieurs. 

L’importance de ces séries, qui se sont introduites naturellement 
dans |’ Analyse pour la solution de certains problemes de mécanique 
et de physique mathématique a été révélée par cette remarque, due 
4 Fourier, qu’elle paraissent aptes 4 représenter une fonction quel- 
conque définie dans un intervalle d’écart égal a 2 7. 

Soit en effet f(a) une fonction bornée dans I’intervalle (— z, x) 
et supposons que l'on ait, pour toutes les valeurs de x qui appar- 
tiennent A cet intervalle, 


oie ~ = a + (a, cos « + b, sin x) + (a cos 2x + by sin 22) 
+ ... + (dy cos nx + by sin nx) + 


Multiplions les deux membres par cos px, p étant l'un quelconque 
des nombres 0, 1, 2, 3, -..; supposons que l’égalité subsiste 
quand on integre le premier membre entre les limites — z et z, et 
le second, terme par terme, entre les mémes limites, en sorte que 
Von ait 
+2 
a 

oF re cos peda — 5 of cos pa dx 
J—nr e 


J — mt 


(2 We n= +a +7 
=i Py (« ‘he cosna cos px dx + by, " sin nx cos px te) bene 
Le 


TT tts 
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C'est ce qui arriverait certainement si la série qui figure dans le 
second membre de |’égalité(1) était uniformément convergente 
dans lintervalle (— 7, 7). Si maintenant on tient compte des éga- 


lités 


feo nx cos px da = Lf {eos (n — px) + cos(n + p)a] dx 


sin(n — p)x > sin (n + p)x 
~ a(n—p) —  2(n—p) (p Sn), 
fein nee -cos pada == | | bs (n + p)a@ + sin (n — p) 2} dz 
_ cos (n+ p)& __ cos(n —.p)x 
a —2(n + p) 2 (n — p) (p =n); 


ic pode" | ( + cos 2px) dx = - + ahh (p $0), 


5 I : I 
sin px cos pedx —=— | sin 2pxrdx = — ;— cos 2px 
2 Ap ; 


: A ; 
qui entrainent les suivantes : 


+7 
ii cos nx cos pxdx = 0 (p Sn), 


—T 
++ 
i: sin nx cos pe dx = o (p Sn), 
—T 
(3) os 
if cos px de ==? 7; (p = 0), 
—— TP 


Sis He 
a sin px cos pada = 0, 
| J/—T 


on voit de suite que l’égalité (2) revient a celle-ci : 


+7 
f(x) Cos pede == a, (p ==. Opiks ay al 


it 


(4) 


en multipliant de méme les deux membres de Végalité (i) par 
sin px, et intégrant de la méme fagon, on trouvera sans peine 


cui alae ; 
(5) - f(#) sin px de == Db, (pee 5 Oe SNe 


— TT 
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Sans doute, si l’on ne sait rien sur la nature de la convergence 
de la série qui figure dans le second membre de |’égalité (1), les 
calculs qui précédent ne sont en aucune facon légitimes; mais les 
formules (4) et (5) ont un sens pourvu que la fonction f(x) soit 
bornée et intégrable dans l’intervalle (— z, 2); il n’est méme pas 
nécessaire que la fonction f(a) soit bornée dans cet intervalle, 
pourvu que les fonctions f(a) sin px, f(a) cos px, qui peuvent 
elles-mémes étre infinies aux environs d’un nombre fini ou infini 
de valeurs appartenant a cet intervalle, soient intégrables, quel que 
soit l’entier p, entre les limites — z et + 7. Dans ces conditions, 
il est bien naturel de se demander ce qu’est la série trigonomé- 
trique dont les coefficients a,, 6, sont définis par les formules (4) 
et (5), si cette série est convergente dans l’intervalle (— 7, 7), sl, 
dans cet intervalle, sa somme est égalz 4 f(a). La recherche de 
conditions tres larges, sous lesquelles on peut affirmer qu’il en est 
ainsi, a été l’objet d’un grand nombre de travaux importants. Je 
considérerai seulement le cas qui a été étudié par Lejeune Diri- 
chlet, celui ot l'intervalle (— 7, 7) peut étre décomposé en un 
nombre fini d’intervalles partiels tels que dans chacun d’eux la 
fonction f(a) soit continue et varie dans le méme sens (si elle varie). 

Si dans le (p + 1)iéme terme a, cos px + 6, sin px de la série 


(S) : dy + (a, cos x + bh, sin x) +... + (a, cosnx + b,sinnx)+..., 


on remplace les coefficients a,, 6, par leurs valeurs déduites des 
ae) L 
formules (4) et (5), qwil convient d’écrire sous la forme 


+k : Gank 


f(y) cos py dy, by== = i f(y) sin py dy 
—T — 


afin de ne pas confondre la variable « qui figure dans les termes de 
la série (S) avec la variable d’intégration, on trouvera 


+7 
a, cos pr + b, sin pa = : f(y) cos p(y — x) dx; 
Tv 


on aura donc pour la somme S, des n + 1 premiers termes de la 
série (S), 


I me 
Sn Spe I& T,,dy, 


 J—t 
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en posant pour abréger 

— : + cos(y — x) + cos 2(y — 2) + ... + cos u(y — 2); 
mais en vertu de lidentité bien connue 


: a 
sim (2 + r) = 
ee Ge + cos w# ++ cas 2@ + ... ++ cos ma, 


wa 2 
2sin — 
2 
ona 
sin(2n + fF) —* 
a ee ; 
2 sim < 
dot 
2 +n sin (an + 1) x? 
(6) Sp = = ft! ee dy, 
oAaeae 2 sim —_— 


en entendant que, pour y = x, le rapport 


sim (2m +- 1) . == 


- y— a 
asin 


2 


- F Bar - i = spe 
doit étre remplacé par sa vraie valeur n + ;. Relativement a P’in—- 


tégration, la quantilé « qui figure sous le signe | doit étre regardée 
comme un paramétre constant. La question posée revient ainsi a 
chercher si, lorsque n augmente indéfiniment par valeurs enticres 
et positives, Vintégrale qui figure dans le second membre tend 
vers une limite et, s'il y a lieu, & évaluer cette limite. 

In faisant dans cette intégrale la substitution 


y= 2+ 22, 


on aura 


7S, = i fee Sea 
cs 


+ a sm Zz 


. 
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L'intégrale qui figure dans le second membre a sa limite infé- 
rieure négative et sa limite supérieure positive, puisque x est 
supposé compris entre — 7 et + 7; elle peut étre remplacée par la 
somme de deux autres intégrales, portant sur la méme quantité. et 


2 we A x+-2x T—2# 
ayant pour limites, la premiére — —, ota, la seconde o et ae 


en faisant dans la premicére la substitution z == — ¢ et remettant 
ensuite la lettre z 4 la place de £, on trouve finalement 


was, as 
ee sh "ft a9) BELEN 
0) 


L— Zz 


2 sin (2n + 1)z 
‘ es 
+f fe o2 a z 


AA TTS ate ro RS & 
Les limites supérieures ay ane 


des deux intégrales qui fi- 
gurent dans le second membre sont comprises entre o et 7 ct 
peuvent atteindre l'une ou l'autre de ces limites. 

Cette formule montre que le probléme posé revient au suivant: 
Reconnaitre si l’intégrale 


a) 


sin mz 
o(z) ——— dz, 
ee sin z 


ou a est un nombre positif fixe au plus égal a z, ot pz) est une 
fonction bornée dans Vintervalle (0, a), tend vers une limite lors- 
que m augmente indéfiniment par valeurs positives impaires ; 
c'est le probléme que je vais traiter, sous certaines conditions im- 
posées a la fonction 9 (z). 


268. — Je ferai d’abord deux remarques préliminaires concer- 


8 = 
Sin NZ 
= dz, 
x sin Zz 
wT 


ou @, (2 sont des nombres. appartenant a l’intervalle (0, =) et oum 


a 


nant l’intégrale 


désigne, comme je le supposerai dans ce numéro et le suivant, un 
nombre naturel impair. 
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Je montrerai d’abord que la valeur absolue de cette intégrale, 
quels que soient les nombres @, (2, m, assujettis toutefois aux con- 
ditions précédemment énoncées, est toujours inférieure 4 un nom— 
bre fixe, que l’on peut prendre égal 4 z. Supposons % < f. Lors- 
que z varie de a 3, la fonction sin ¢ reste positive et croissante. 
Quant A la fonction sin mz, elle est, en général, tantot positive, 
tantdt négative : décomposons I’intervalle (Z, 6) en intervalles par- 
tiels tels que, dans chacun d’eux, sin mz garde le méme signe; si 


; 3 : ; P : sa eli. IAD 
Yon désigne par 7 et j les parties entiéres des quanlités ——> “> 


a de 


ces intervalles partiels seront bornés par les nombres 


: z : 7 : T _T 
ees) m?’ Vanier a rie el) m? J mm 


a <e) 


Vintégrale proposée peut étre remplacée par la somme de j —i-+ 1 
intégrales (') dans lesquelles le signe [ porte toujours sur la méme 
expression ; 

sin mz 

“sin 2 
et qui se rapportent aux intervalles partiels définis par la suite pré- 
cédente ; dans le premier intervalle, sin mz a le signe de (— 1), 
puis Jes signes vont en alternant; l'une quelconque des intégrales 
intermédiaires peut ¢tre représentée par 


Tv 


CTO sin mz 
ez, Lt TES Re domed psu 8) 
if: sin z ( ie Ie Ba »J ) 


elle devient 


£ ™ sin £ Bh 
(yf ——*h 


Oe sin ne 
m m 


(!) Ge mode de décomposition joue le réle essentiel dans la démonstralion de 
Dirichlet. 
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cette forme montre tout d’abord que la valeur absolue de cette in- 
tégrale diminuerait si l’on remplagait r par l'un quelconque des 
nombres r + 1, 7 + 2, ...,j = 1; en effet les limites de l’inté- 


¥ 
: “ay io . 
grale resteraient les mémes et la quantite (r me | sera rempla- 


r : . 9 ° . 
cee par une quantité au plus égale 4 (3 et par suite a 3° ainsi a 


partir de la deuxiéme intégrale, les signes vont en alternant, et les 
valeurs absolues vont en diminuant; cette conclusion s’étend 
méme, puisque m(/ — jm) est inférieur 4 x, & la derniére inté- 
grale dont Ja valeur est 


Cae) sin ¢ : 
(— 1) a; 
° m sin (j a = \ 


m/) 


ainsi (n° 137) la somme des intégrales qui suivent la premiére est 
du signe de (— 1)'*' et est, en valeur absolue, inféricure 


TT . Ts 
: sin CdZ sin dg — 
oT = SE ork 
. . TT S O . 8 
° m sin (i +1)—+ A m sin — 


m m 


quant 4 la premiére intégrale, elle est du signe de (— 1)’ et sa 
valeur absolue est égale a 


af isk Sa an) 
Cae a ee are = 


ie m m 


/ 


quantité qui, puisque Ja limite inférieure m (a — 7) est positive et 
inféricure 4 7, est elle-méme au plus égale au second membre de 
Vinégalité précédente. 

La valeur de ce second membre est donc supérieure & la valeur 
de l’intégrale proposée ; mais on a, pour les valeurs de ¢ comprises 
entre zéro et 7, 


+r 
S 


m sin — = sin &, 


m 


égalité n’ayant lieu que pour m = 1; en effet, pour ces valeurs 


¥ 


n Aloe ay n ‘i < Pate «3 
de € la dérivée cos bs — cos € de la fonction msin | — sin ¢ est 
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positive ; cette derni¢re fonction est donc croissante, et par comse- 
quent positive, dans |’intervalle (o, z). On a done 


kT . i . 
sin Cdzé es [ sin © ac 
SEOs de 
5 a a 


eG 
m sin - ye 
m 


le second membre de cette inégalité est égal 4 7: la proposition 


annoncée est démontrée. 
2 sin mz 
ff ee Le 
° Sip 2 


L’intégrale 
y 7 O $ aie r 2° og rey Ne 
est égale 4 >, ainsi qu'il résulte de Videntité, déja utilisée dans le 


Sila 


précédent numéro, aay 
sin Mz — 
ae + 2cos z+ 2cos2z +... + 2 cos (m — t)z. 
269. — Ces remarques préliminaires faites, je sulvrai, pour 


l'étude de Vintégrale 


a ~ 
[ ? (2) sin mz dz 
a Pe ae 


Ja méthode que l’on doit 4 Ossian Bonnet. 
Le premier point consiste d élablir que l’on a 


sin mzdz =o 


lim. . ¢ (2) 


m= 00 sin z 
ev 


en supposant que , ¢ sont des nombres fixes, intérieurs a V’inter- 
valle (o, 7), que la fonction (2) est bornée dans l'intervalle (b,c), 
enfin que cet intervalle peut étre subdivisé en intervalles partiels 
tels que, dans l'un quelconque d’entre eux, la fonction 9(z) soit 
ou bien non-croissante, ou bien non-décroissante. 

On supposera b << ¢, pour la démonstration. Il suffit évidem- 
ment de démontrer la proposition en supposant que la fonction 
g(z) soit non-croissante ou non-décroissante dans l’intervalle (b,c). 
On peut méme supposer, comme je le ferai, que les nombres b, ¢ 


p ve , ‘ 
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appartiennent tous deux soit A l’intervalle (o, 4: soit & l’inter— 


valle (? 2 n), Si, en effet, ces conditions n’étaient pas vérifiées pour 
Vintervalle (b, ¢), on subdiviserait cet intervalle en intervalles par- 
tiels pour lesquels les conditions seraient vérifiées : la proposition 


établie pour chacun des intervalles partiels s’étend évidemmment a 
Vintervalle total. 


= 


Supposons dabord que lon aito << 6b << ¢ =~ et que la fonc- 


bo | 


tion 9 (z), dans l’intervalle (6, c), soit non-croissante et ne soit Ja- 
= r . - * on WA 
mais négative. Il en sera de méme de la fonction (2) ; on pourra 


donc abi Sal Ie second théoréme de Ja moyenne et écrire, en dé- 
signant par € un nombre appartenant a lintervalle | 5b, ey 


7c ar 
¢ (2) sin mzdz — (6 ae ) sim mz dz 
» sm z sin b f 
_— 28 ei ‘cos mb — cos m= ' 
msin 6 + : 


et, par suite, 


»  \ee 


dans ce cas, la proposition énoncée est établie. L’inégalité précé- 
dente s’applique en particulier dans le cas ot ona 9(z) = 1, et 
l’on en conclut 


re 
| So 


o(b = 0) ‘ 


sme modz |< » 2 
== m sin. b 


. 


fs 
sin mz 
(2) or 
sim z m sim b- 


Conservons les autres suppositions, mais n’astreignons plus la 
fonction © (z) 4 ne jamais étre négative. Dans Vintervalle (6, c¢) la 
fonction 9(z) —@(c) sera, comme 9(z), non-croissante, et, de 
plus, ne sera jamais négative, on pourra donc lui appliquer l’iné- 
galité (1) et écrire 


eT pe 3 7G i. fe « - 
a cy Death Presi (¢) sin mz dz | = { #2) sin mz dz—-9(c) f seni 
tb SIM Z 5 sin z ot SIM Zz 


29(b + 0) — 29(¢) , 
m sin b : 


= 
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on déduit de la, entenant compte de V’inégalité (1) 


\ 


{, ae sin mz dz | eis £20) L ee Poe 2) me ag (0) 
Mee Gs ee —= msin b m sin b 


et, a forliori, en désignant par L la borne supérieure de la fonc- 
tion | @(z) | dans l’intervalle (b, c), ou un nombre plus grand, 


[ a, sin mzdz |< _6L 


sin Zz —=m sin b 


(3) 


wb 


Observons que si l’inégalité (1) est vérifiée, il en est certaine- 
ment de méme de l’inégalité (3), dont on peut donc aflirmer 
qu'elle est vraie pourvu que l’on ait oc b<e => et que la 
fonction @(z) soit non-croissante dans Vintervalle (b, c). Si, au 
lieu d’étre non-croissante, © (z) était non—-décroissante, la fonction 
— (z) serait non-croissante ; il n’y aurait qu’d lui appliquer l’iné- 
galilé (3), pour reconnaitre que, dans ce cas encore, cette inégalité 
subsiste. 


z meee 5 aes : sc 
Enfin si ]’on avait = b<c<_ 7 et, si dans l’intervalle (6, ¢ 


la fonction g(z) était soit non-croissante, soit non—décroissante, 

E mash [ia cenit oe at} =~ >’ _ ‘ 
on appliquerait l’inégalité (3) a la fonction gm — z) en rempla— 
cant bet c par x — c et t — b; on aurait alors 


x—b Pp 
iL on a z) sin mzdz |< a L 
J TT 


sin z =m sine 


c 
d’ot l’on conclut, en changeant z en x — z dans l'intégrale, 
- 
o(z) . 6L 
(4) iP eo) Siar || Se 
wb s1n 2 — Mm-sin ¢ 


La proposition énoncée est évidemment établie. Il me sera com- 
mode d’avoir fait les remarques suivantes. 

Supposons seulement sur les nombres b, ¢ qu ils sont intérieurs 
4 Vintervalle (0, 7); désignons par A le plus petit des quatre nom- 
bres positifs b, c, 7 — b, s —c. Ne supposons plus que la fonc- 
tion @(z) soit toujours non-croissante ou toujours non-décrois— 
sante dans l’interyalle (b, c), mais que cet intervalle puisse étre 
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décomposé en p intervalles partiels ott o(z) satisfasse A la condi- 
tion précédente. Si l'un de ces intervalles partiels contient 4 son 


es Fe T ; : 
intérieur le nombre 5? on le décomposera en deux intervalles par- 


5 Tv 5 . e 

tiels ayant - pour borne commune; on aura ainsi p + 1 inter— 
valles partiels, auxquels s’appliqueront, soit l’inégalité (3) soit 
Vinégalité (4), en y remplagant b et ¢ par les bornes de l'intervalle 
partiel. Dans tous les cas la valeur absolue de l’intégrale partielle 
correspondante sera au plus égale a 


6L 


m sin )’ 


en désignant par L la borne supérieure de | 9 (z) | dans I’inter- 
valle total (b, c). On aura donc, sous les conditions imposées 


6) [7 20. sin meae| <x 80 OL, 
b 


iz m sin i 


Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l’intégrale 


aune limite pour m infini et d’évaluer cette limite en supposant 
toujours que l’on ait 


OR We ae, 


que, dans l'intervalle (0, ) la fonction @ (z) reste inférieure ou 
égale, en valeur absolue, 4 un nombre positif fixe L, et enfin que 
l’on puisse partager l’intervalle (0, 6) en un nombre fini p d’inter- 
valles partiels tels que dans chacun d’eux la fonction 9 (z) soit, ou 
bien non—croissante ou bien non-décroissante. 

Soit en effet ¢ un nombre positif arbitraire. D’aprés les condi- 
tions imposées a la fonction ¢ (z), il est clair que cette fonction 
tend vers une limite lorsque z tend vers o par valeurs positives ; 
désignons cette limite par 9 (+ 0); au nombre ¢ correspondra 
un nombre positif 7, tel que, sous les conditions 


O acer; 
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on ait 
|e (z)—9(+0)| <e. 


Ceci posé, désignons par p un nombre positif moindre que 7, 
b, x — b, et tel que dans J’intervalle (0, 7) Ja fonction © (z) soit 
ou bien non-croissante ou bien non-décroissante. 

On aura 


" @) Ee de = = (op SO de “ a 
on sin z i: sin z ; oe 


La seconde intégrale du second membre peut se représenter par 


8 +L 


2m sin 8 


en désignant par 6’ un nombre compris entre — 1 et + 1. Quant 
a.la premicre intégrale du second membre, on peut lui appliquer 
le second théoréme dela moyenne, et la remplacer par l’expression 


aa hee 
> sin mz a “sin MZ 7 
e(+o) J Be de +9 (8-9) | as dz 
te) B = 


Pigeons eee 
=o (+0) f SR de + [9G —0)—9(+ ol [SRM de, 
af 0 we 


sin z sin z 


ou € désigne un nombre compris entre o et 7 ; en remplacant dans 
le second membre de cette dermiére égalité la premiére intégrale 


par 


et en se rappelant que la seconde est, en valeur absolue, au plus 
égale a z, on voit qu’on peut écrire finalement 


b : 
\ { 9(2) —=—— dz = “ o(+0) +R,» 


(9) ; o sin Zz 
ae. B(p+iLe y 
| Run —— m sin 6 © (+ 0) + — ce an 8 = € 6 T, 


6” étant, comme 9 et &', compris entre — 1 et + 1; on peut choisir 
dabord le nombre ¢, puis le nombre m, pour que R,, soit, en va- 


“ 
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leur absolue, plus petit que tel nombre que l’on voudra : l’intégrale 


ip ; 
[2 itm a 
% sin Z 


es Te : Be ey ; 
a done pour limite | 9 (++ 0) quand m augmente indéfiniment (*) 


e 


Supposons que la fonction © (z) dépende d’un paramétre «x et 
écrivons-la o (x, z); supposons méme que le nombre positif b dé- 
pende aussi de ce paramétre; si, pour chaque valeur de « appar- 
tenant 4 un intervalle (g, h), la fonction de z, % (a, z), satisfait 
aux conditions précédemment spécifiées, et qu’en outre b et z — b 
ne soient jamais nuls, il est clair qu’on pourra écrire 


b ° 
“on 


R,, («) étant une quantité qui, pour chaque valeur de a apparte- 
nant 4 lintervalle (y, h) tend vers o quand m augmente indéfini- 
ment. De l’expression de R» résulte en outre la conséquence sui- 
vante : si les valeurs de L et p qui correspondent aux diverses. 


valeurs de a restent, tant que « apppartient a l’intervalle (q, h), 
inférieures 4 des nombres fixes; si les valeurs de b et de z— b 
restent supérieures 4 un nombre positif fixe ; si, en outre, la fonc- 
tion © (x, z) tend uniformément vers sa limite © (x, + 0) quand z 


(‘) On a supposé dans ce qui précéde m impair ; ce cas est le seul dont on 
aura besoin dans ce qui suit; mais il convient de remarquer que la conclusion 
a laquelle on vient d’arriver ne suppose en aucune fagon cette restriction ; elle 
n’est intervenue dans ce qui précéde que par I’égalité 


™ 
2 sin mz "5 
ee i se 
who. “S10 Z 2 

on élablira sans peine que lorsque m augmente indéfiniment par valeurs paires 

itives, | bre de Pégalité précédent limite ~ 

et positives, le premier membre de Dégalité p nte a pour limite >, ce qui 


suffit pour les déductions ultérieures. 
La méthode qu’on a suivie dans ce paragraphe permet, en imposant les 
mémes conditions a la fonction o (z), d’établir l’égalité 


. b J dz rs 
lim ua 9 (z) sin mz = © (+ 0), 


M= ow 


vila 


Kronecker a donné & Vintégrale qui figure dans le premier membre le nom 
dintégrale de Dirichlet. 
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tend vers o par des valeurs positives, en sorte qu’a chaque nombre 
positif ¢ corresponde un nombre positif 7 tel que l’on ait 


|o(x, z) —o(#, + 0)| <8, 


ry 


sous les conditions 

gSrsh of7< 4; 
la quantité R,,(«#) convergera uniformément vers o pour les va- 
leurs de % qui appartiennent a l’intervalle (g, h), c’est-a-dire qu’a 
chaque nombre positif ¢’ correspondra un nombre entier posilif m/ 
tel que l’on ait 


aoe mz Tt 
[[ z) dz =~ 9 (a, +0) ane. 
sous les conditions 
GeO oe Mt Mee 


Revenons maintenant a la question posée au n° 267 et notam— 
ment a la formule 


a 
+ 
8 


- sin(2n + 1)z 
Tn = [ fle — 22) ae ede dz 


ah 


| me i} fle Ra Std ies wie + 1)2 eh 
\ Oo 


(6) 


Supposons que la fonction f(a) soit bornée et intégrable dans 
Vintervalle (— 7, + 7), que cet intervalle puisse étre partagé en 
un nombre fini d‘intervalles partiels tels que, dans chacun deux, 
elle soit, ou bien non-croissante ou non-décroissante ; il en-sera évi- 


A 5 é T—2 T—ZX 
demment de méme, relativement aux intervalles( 0, Far iE (o, = =} 


des fonctions de z, f(a — 22) et f(a + 22), en supposant que le 
nombre « appartienne & V’intervalle (— 7, + x); supposons d’abord 
que ce nombre ne soit égal ni a 7 ni A — 7; les propositions pré- 
cédemment démontrées relativement a l’intégrale 


ab * 
sin mz 
© (x, z) .=—— dz 
5 fe sin z 
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sont applicables, et l’on aura 


: 2 sin mz T 
lim. Hi Je 2.2) ae dz = 5d (e 0), 


5 
hegre 
= ‘ 
8 
+ 
S) 
n|e 
=) 
3 
Q 
| 
re 
8 
Ae 
Ee 


cette derniére limite ne sera autre chose que f(x), si la fonction 
J (x) est continue pour la valeur considérée de x; il résulte aussi 
de l’analyse précédente que si la fonction f(a) est continue dans 
Vintervalle (A, B), en supposant 


=r Ax B= x, 


et satisfait en outre aux conditions précédemment imposées, la 
quantité S, tendra uniformément vers sa limite f(a) pour toutes 
les valeurs de x qui appartiennent a un intervalle quelconque (A’, B’) 
intérieur & l’intervalle (A, B). 

Supposons maintenant que l’on ait 2 = — 7, la formule (6) 
donnera 


maa fir+.2 az) ne dz: 


le second membre peut étre remplacé par la somme de deux inté- 

: oar cen ge us ae 
grales dont l’une ait pour limites o et 5, l'autre 5 et 7; en faisant 
dans cette derniére la substitution z = 7 — , on trouve finale- 
ment 


Tk . 
g ; 
sin bio 9 SIN Mz 
_—— = i} =) et z 
eS ip Se anne f'n f(s ane 


et par conséquent, en appliquant toujours le méme théoreme, 


eee ee 0) ese 2). 


Ti =o 


si l’on supposait 2 = 7, on trouverait la méme limite. 
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a 


En résumé : 

Si {@) est une fonction bornée dans l’intervalle (— z, + 7), si 
cet intervalle peut étre décomposé en un nombre fini d’intervalles 
partiels tels que dans chacun d’eux la fonction f(x) soit, ou bien 
non-croissante ou bien non-décroissante, la série 


1 : : 
3+ (a, cos « + by sin x) +~... + (a, cos nx + b, sin nz) + ... 


ou l’on suppose 


wae : ; 

ee a keri” Woe 2 
I ee rae sy : 

b= = J (a) sin jordan Apa Soak, soa, 


sera convergente pour toutes les valeurs de # qui appartiennent a 
Vintervalle: (—7, +7); pour wne telle valeur, sa, sommie: sera 
égale a 
fere = fe oe 
2 
siz n’est égal ni 4 — 7%, nia + 7; dans ces deux derniers cas, la 
somme de la série est égale A 


fil ween oe) Maa ues 


Si la fonction f(x) 


/ 


, que l'on suppose toujours satisfaire aux 
conditions précédentes, est continue dans lintervalle (A, B), en 

\ / 
supposant 


—nr<Ax<c Bn 
et si A’, B’ désignent deux membres tels que l’on ait 
dice eel 8 ikea by, 


la série sera uniformément convergente dans l’intervalle (A’, BY) et 
y représentera f(a); enfin si la fonction jf (x) est continue dans 
tout |’intervalle (— z, -+ 7) et sil’ona 
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Ja série sera uniformément convergente dans ce méme intervalle 


et y représentera $6 t) 


Il est a peine utile de faire remarquer que la somme d’une série 
trigonométrique supposcée convergente est une fonction périodique 
de «, en sorte que les valeurs de cette somme se déduisent, quel 
que soit a, des valeurs relatives & l’intervalle (— xz, + 7). 

Les formules qui donnent les coefficients ai, b; montrent que 
si f(«) est une fonction impaire, tous les coeflicients a sont nuls ; 
au contraire si f(a) est une fonction paire, tous les coeflicients b 
sont nuls. 

Le théoréme précédent permet de construire des. séries dont les 
sommes sont des fonctions continues ou disconstinues dans |inter- 
valle (— =, +), fonctions qui peuvent étre définies dans des 
portions de cet intervalle par des lois algébriques. différentes ; je 
me contenterai d’indiquer les résultats. suivants. 

La série 

sin(2n + 1)2 


I a Sieh TS een a 


sin £ sin 3x sin Da@ 
Ee. -< ae i ical e —- ee 


est convergente quel que soit «; six est compris entre o el 7, sa 
TT . TT. 6 . 
somme est hi cette somme est au contraire — i sees est compris 


entre o et — 7; elle est nulle si est égal 2 o ow a 7. 
On a 

2 sme siete sim de 
= a ar 

a r 2 3 


pour x compris entre — met + 7; si tonax =— 7, la somme 
de la série est nulle. 


CHAPITRE IX 


LANGAGE GEOMETRIQUE 


I. DEFINITIONS FONDAMENTALES 


279. — Dans les chapitres qui précedent, on s'est occupé presque 
exclusivement de fonctions d’une variable. L’étude des fonctions 
de deux variables est grandement facilitée par l’emploi du lan- 
gage géométrique et des figures de géométrie plane. Ce langage a 
déja été employé, puisqu’on a presque constamment confondu les 
nombres et les points d'un axe dont ces nombres sont les abs- 
cisses; mais la signification numérique de ce langage était alors 
manifeste. 

Lorsqu’il s’agit de fonctions de deux variables, et que l’on veut 
ne pas perdre le bénéfice du langage géométrique, il est nécessaire 
d’expliquer ce langage et de lui donner encore une signification 
purement numérique. C’est ce que je vais essayer de faire dans le 
présent chapitre. Le lecteur n'y trouyera aucune discussion con- 
cernant la nature des étres géométriques ou des axiomes géomé- 
triques. Le procédé qui sera Suivi consiste simplement a prendre 
comme définition certains des résultats de la géométrie analytique 
plane. Une fois qu’il a été saisi, et que les définitions sont acquises, 
le développement est facile, sauf pour quelques points sur lesquels 
jinsisterai davantage. On reconnaitra sans peine que les théo- 
romes de géométrie plane (euclidienne) s’‘interprétent aisément, et 
que, tout en prétendant rester dans le pur nombre, il est permis 
de les inyoquer et de s’aider des figures qui leur correspondent. 


274. — J’appellerai point un systeme de deux nombres (ey 
ces deux nombres sont les coordonnées du point : le premier en est 
Vabscisse, le second en est l’ordonnée. On désignera un point soit 
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par le systéme de ses coordonnées, mises entre parenthéses ('), 

soit par une seule lettre. L’origine est le point (0, 0). Deux 
5 pe¥ See \ . > * yp 

points (x, y),(x’, y’) sont confondus si lona x — 2, * = 

distincts dans lecas contraire. La distance de ces deux points est 


at ee 


leur distance réduite est le plus grand des deux nombres |a — a'|, 
ly — y'|. La distance, réduite ou non, de deux points n’est nulle 
que si ces deux points sont confondus. 

Le plan est l'ensemble de tous les points. 

Une figure est un ensemble de points. La figure (F) est égale a 
la figure ‘F’) si lon peut établir entre les points de l’une et les 
points de l'autre une correspondance parfaite, telle que les coor- 
données (x, v) et (a, y’) de deux points correspondants de la 
figure (F) et de la figure (F") soient liées par des relations de la 
forme 


(1) w@=p-+z2'cossw—y'sinw, y=qta sinw + y’ cos w, 


ou p, g. ® restent les mémes quels que soient les points correspon- 
dants. La distance de deux points de (I*) est alors égale a la dis- 
tance des deux points correspondants de (F’) (°). 

Il est trés aisé de reconnaitre que, dans cette définition, les trois 
conditions imposées A toute définition de l’égalité sont vérifiées : 

Une figure (F) est égale a elle-méme. Si la figure (F’) est égale 
4 la figure (F), (F) est égale a (F’). Si (F) est égale a (F’) et (F’) 
a (F"), (F) est égale a (F”). 


272. — Une droite est l'ensemble de tous les points (x, y) dont les 
coordonnées yérifient une méme équation du premier degré 
Av + By +G=o0; celle-ci est l’équation de la droite; il est 
sous-entendu que A, B ne sont pas nuls simultanément. Lorsque 


: A 
B n’est pas nul, la pente de la droite est — B: lorsque B est nul, 


(4) La confusion entre le point (x, y) et Vintervalle (a, y) n’est guére a craindre. 
(2) IL en serait de méme si la correspondance était exprimée par les formules 


z=p+2' cosw + y' sin ow, y=q+2' sin w — y' cos o. 


On pourrait dire alors que lune des figures est égale a la figure symélrique 
de l’autre. 
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on dit que la pente de la droite est imfinie. Toutes les droites du 
plan sont des figures égales. 

Un point est ou n’est pas sur une droite, celle-ci passe ou ne 
passe pas parce point suivant que les coordonnées du point véri- 
fient ou non l’équation de la droite. On reconnait immédiatement, 
sur les équations de deux droites, si celles-ci ont un point commun 
(si elles se coupent), si elles n’ont aucun point commun (si elles 
sont paralléles), si elles sont confondues. Deux droites paralleles 
A une troisiéme sont paralléles ou confondues. 

Par deux points dislincts on peut faire passer une droite et une 
seule. 

Il est souvent commode de regarder une droite comme |’en- 
semble des points (x, y) que l’on obtient en donnant a 7 toutes les 
valeurs possibles dans les formules 


CL datos y=b- Bb, 


ou a, b, a, (3 sont des coefficients dont les deux derniers ne sont 
pas nuls & la fois; on désigne alors souvent wn pornt de la droite 
par la valeur correspondante de 7; on dit « le pomt ¢ » au lieu de 
dire « le point (a, y) ». 

Si l’on considére deux points distincts 4), ¢, de cette droite, le 
segment de droite, borné & ces deux points 1,, ¢,, est ensemble des 
points que l'on obtient en donnant a /, dans les formules précé— 
dentes, toutes Jes valeurs qui appartiennent 4 Tintervalle (t,, ¢,)+ 
tout point de ce segment, autre que les deux points ft), ¢,, est dit 
entre ces deux points. 

Le segment prend le nom de vecleur si Yon distingue lordre des 
deux points 7), ¢, et si l'on regarde Tun de ces deux points comme 
le premier (ou l’origine), l'autre comme le second (ou l’extrémité 
pour exprimer que le point 4), par exeniple, est Yorigine et le 
point ¢, Pextremité, on dit que le vecteur va du point ¢, au point 
t,. Dans les mémes conditions. on dit que le vecteur est décrit par 
le pomt ¢ quand la variable ¢.croit de 1, ¢,, sil’on a t,~< dj, dé- 
croit de #, i 2,, siVona 7, >> t,. Cette facon de parler, dont Vori- 
gine est dans l’idée de mouvement, n implique rien de plus (n° 472 
qu'un certain ordre de succession attribué aux nombres de l'inter- 
valle (4), 4) ou aux points du vecteur. 
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Sur la droite indéfinie, il y a une mnfinité de-vecteurs : les deux 
vecteurs qui vont l'un du point 7, au point 2,, l'autre dupomt 
t, au point 7,, sont dits de méme sens, ou de sens contraires, sui- 
vant que ¢, — ¢, et 7, — t, sont, ou non, de mémes signes. 

Une légere difficulté relative aux définitions précédentes consiste 
en ce que les coordonnées des points d’une méme droite pouvant, 
dune infinité de facons, étre mises sous la forme 


(1) 2a + at, y= b+ ft, 


on peut se demander si les définitions que l’on a adoptées ne dé- 
pendent pas de la facon que l’on a choisie pour représenter la 
droite. Cette difficuité est aisée & lever. On reconnait en effet sans 
peine que, pour que les équations 


(2) eo et a! f’, y= Yi Bry! 


déterminent, quand ¢ varie, le méme ensemble de points que les 
équations (1), il faut et il suffit quail existe deux nombres d., fe 
dont le premier n’est pas nul, et tels que l’on ait 


co —— hey a’ = a-+ ap, 


? 


B’ == Ae, b Sb = Bu ; 


s’il existe de pareils nombres, les équations (1) et (2) définiront le 
méme point quand les valeurs de ¢ et de ¢’ se correspondent de 
facon que l’on ait 


f= =n. 


Lorsque i est positif, ¢ et ¢’ croissent ensemble ; lorsque i est 
négatif ¢ décrott lorsque ?’ croft; dans tous les cas, si 4, — tf, et 
t; — t, sont, ounon, de mémes signes, il en sera de méme pour 
i,’ — 4" et,’ — 4,’ ete. 

Quand on parle du sens, ou de la direction, d'une droite, c'est 
qu’on a fixé sur elle un vecteur, par exemple le vecteur qui-va du 
point ¢, au point t,. En disant alors d’un vecteur porté par la 
droite qu'il a, ou non, le sens choisi sur la droite, on entend sim— 
plement que le sens de ce vecteur est le méme que le sens du vec- 
teur qui va du point /) au point ¢, ; on dit aussi, suivant que ¢, est 
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plus petit ou plus grand que ¢,, que le sens choisi sur la droite est 
celui dans lequel elle est parcourue quand ¢ varie de — » A 
+ 0, ou de +o &A— o; on peut aussi parler du sens qui cor- 
respond aux valeurs croissantes de ¢, ou aux valeurs décroissantes. 
On désigne sous le nom de demi-droite ayant pour origine le 
point (a, b) et pour coefficients directeurs les nombres z, (7 Ven- 
semble des points que l’on obtient en donnant a ¢, dans les for - 
mules «—a-+ ut, y= b + [3t, la valeur o et toutes les valeurs 
positives. Le point (x, y) décrit cette demi-droite quand ¢ croit de 
04+ %; le sens de la demi-droite est le sens qui, sur la droite 
indéfinie, correspond aux valeurs croissantes de ¢. Les relations 


a+ af =a+ (— a) (— 0), b+ Bl= b+ (— 8) (— 4) 


montrent que l’ensemble des points obtenus en donnant a ¢ des 
t des valeurs 


valeurs négatives ou nulles et, par conséquent, a 
positives ou nulles, constitue une demi-droite ayant pour origine 
le point (a, b)et pour coefficients directeurs les nombres — zg, 
— 6. La direction est opposée & celle de la premiere demi-droite. 
L’ensemble des deux demi-droites est la droite indéfinie. L axe des 
x est la droite dont l’équation est y = 0. La partie positive de cet 
axe est la demi-droite formée par les points dont l’abscisse est 
nulle ou positive. La direction positive de l’axe des & correspond 
aux 2 croissants. Des dénominations analogues s emploient pour 
axe des y. 
Les deux demi-droites (D), (D') définies par les équations 


(D) OC S10 = al, y= b a Bt 
(D’) e=a'+at, y=b' + Bi 


et dont, ainsi, les coeflicients directeurs sont les mémes, sont pa— 
ralléles ou confondues ; par définition, elles sont de méme sens. 
Par un point donné on peut mener une infinité de droites; on 
peut en mener une, et une seule, paralléle 4 une direction donnée. 
Les deux vecteurs qui vont respectivement du point (x, y,) au 
point (x,, y,) et du point (a, yo) au point (x!, y;) sont pa— 
ralléles si ona 


/ if ! I 
0, ay, ee 


i 7 ? 
ZL, — Ly DA ami 


CHAPITRE IX. — LANGAGE GEOMETRIQUE 137 
ils sont de méme sens, ou de sens contraires, suivant que ces rap- 
ports sont positifs ou négatifs ; ils sont éguipollents si les rapports 
sont égaux a 1; dans ce dernier cas, on voit tout de suile que 
les vecteurs qui vont l’un du point («,, yo) au point (x4, y'o), 
Yautre du point (a,, y,) au point (x, y/) sont aussi équipollents ; 
les deux premiers vecteurs et les deux seconds forment le contour 
@un parallélogramme, sauf dans le cas ot les quatre points sont 
en ligne droite. 
La demi-droite (D), définie par les équations 


x=a+eat, y=b-+ Bl 


ou é¢ ne doit prendre que des valeurs positives ou nulles, a la méme 
direction que le vecteur qui va de l’origine au point (Z, (4), ou au 
point (Az, 5, quand ) est positif. Si le point (a, b) varie et si %, (6 
restent les mémes ou sont remplacés par des nombres proportionnels, 
le coefficient de proportionnalité étant positif, la direction de la 
demi-droite (D) reste la méme. On peut ainsi, sans changer la di- 
rection d’une demi-droite, multiplier ses coefficients directeurs par 
un méme facteur positif. Les quantités 
a : ( 
COS 0 a= ee SEO COS | = Sa 
Ve ite 82 V22 +- 6? 2 ) 
s'appellent les cosinus directeurs de la demi-droite (D), ou de la 
direction définie par cette demi-droite; lorsqu’on se donne @ et 6, 
le nombre ¢ est déterminé par les équations précédentes, 4 un mul- 
tiple pres de 27: si l’on pose r = / 2? + 82, les équations qui 
définissent (D) peuvent étre remplacées par les suivantes 


L==a+rcse, y=b+rsing, 


rest de méme signe que ¢; si rest positif, le point (a, y) est sur 
la demi droite (D); il est sur la demi-droite opposée sir est né- 
gatif; dans tous les cas, la valeur absolue de r est la distance du 
point (a, y) au point (a, 6). Les quantités 


— cosy —=cos(o +7), — sing = 


sin (o = n) 


sont les cosinus directeurs de la direction opposée & (D). 

Deux demi-droites paralléles 4 une troisieme et de méme direc - 
tion que cette troisiéme, ou de direction opposée a cette troisicme, 
ont la méme direction. 


138 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


273. — La distance des deux points #’, t' de la droite définie par 
les deux équations 


cs=at+u, y=b+8! 


est égale & a2 + 6? | t’ — Zt’ |; on voit tout de suite que, si trois 
points v, t’, ¢” sont sur la droite et si le point / est entre les deux 
points ¢/ et 2”, la distance des deux points /’, 2” est égale a la somme 
des distances des points (’, d’ et /’, 1. ILen est de méme pour les 
distances réduites, car la distance réduite des deux points U’, Ll’ est 
[a| |’ —2"| ou || |t’—v| suivant que le nombre | @| est 
plus grand ou plus petit que | (|. 
L’inégalité 


Va+tadP+ bes bp <Ve+P + Va? b?, 


qui nese transforme en égalité que si ab’ — a‘b est nul, permet de 
montrer que, si les trois points (x, y,), (@,, Y2), (@y, ¥;) me sont 
pas en ligne droite, la distance de deux quelconques d’entre eux 
est plus petite que la sorame:de leurs distances au troisi¢me, et que 
la distance de deux de ces points ne peut étre égale 4 la somme ou 
a la différence de leurs distances au troisi¢me que si les trois points 
sont en ligne droite : elle est alors égale & la somme des distances 
au troisieme si celui-ci est entre les deux premiers pomts; autre- 
ment, elle est égale 4 leur différence. 

Pour ce qui concerne les distances réduites, la proposition ana- 
logue peut s’énoncer ainsi : 

La distance réduite de deux points est égale ou inférieure a la 
somme des distances réduites de ces points & un troisiéme point. 


274. — Deux droites, dont les coefficients directeurs sont 
respeclivement 7, 6 et a’, 6 sont perpendiculaires lorsqu’on a 
an! + ((' =o. Les deux axes sont perpendiculaires. Par un point, 
on peut mener une perpendiculaire 4 une droite et une seule. 

Le carré de la distance d’un point fixe 4 un point variable d’une 
droite fixe est une fonction du ‘second degré de la variable qui dé— 
termine la position du point variable sur la droite; l'étude de la 
variation de cette fonction est trés aisée ; la fonction est minimum 
quand le point variable coincide avec le pied de la perpendiculaire 
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menée du point fixe 4 la droite ; la valeur de ce minimum est la 
distance dau point fixe ‘la droite. La méme étude fournit les théo- 
remes classiques sur les longueurs des perpendiculaires et des 
obliques. 


275. — Considérons une droite (D), et soit ax + by + ¢=0 son 
équation. Deux points («,, y,), (#,, y) qui n’appartiennent pas a 
cette droite sont dits du méme célé par rapport a cette droite, si 
les deux nombres ax, ++ by, + c¢, ax, +. by, + ¢ sont de mémes 
signes ; dans le cas contraire, les points sont de cdtés différents par 
rapport a (D). Si les deux points sont d’un méme cété, il en est 
de méme de tous les points qui appartiennent au segment qui relie 
les deux pomts, segment qui ne rencontre pas (D). S‘ils sont de 
cétés différents, il y a un point (a’, y’) de (D) sur le segment qui 
les relie; ‘tous les points du segment qui reélie (a’, y') a (a, y,), 
sauf le point (a, y’), sont d’un coté de la droite; tous les poimts du 
segment qui relie (x’, y’') a (x,, y,), saufle point (x’, y’), sont de 
Yautre cdté. On dit alors de la droite (D) qu’elle est entre ‘les deux 
points (x,,'7,), (®a» Yo). 

On peut définir le cété droit et le cdté gauche d'une droite (D) 
quand on a choisi une direction sur cette droite. Supposons que 
cetle droite soit définie par les équations 


cat ot, = b+ 8 


et qu’on ait choisisur cette droite le sens qui correspond a / crois- 
sant : soient (x,, y,) el (a,, y,) deux points de.celte droite corres- 
pondant aux valeurs /,, ¢, du paramétre ; soit (Los %o) un point en 
dehors de la droite, le déterminant 


Tg Jo -* Xo Yo . 
My @)s=jasto bs fi, a 
Din W xn Bl a+at, b+ ®t, 1 


= [4#(% — D) FP Cy =— 4) t,) 


nest pas nul; son signe, qui détermine de quel colé de la drorte 
(D) se trouve le point (x, y,), ne dépend du choix des points /,, 2, 
que par le signe de 4, — 1,; supposons /, > 1,, en sorte que le 


sens du vecteur qui va du point ¢, au point 7¢, soit le sens qui, sur 
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la droite (D), correspond, aux ¢ croissants : on dira que le point 
(@, Yo) est A gauche ou a droite de (D) suivant que le déterminant 
est positif ou négatif; on dit, avec la méme signification que le 
point (a, Yo) est A gauche ou Adroite du vecteur qui va du point 
(x,, ¥,) au point (x, y,), ou de la demi-droite qui, sur (D), ala 
direction de ce vecteur. Tout point pris sur la partie positive de 
l’axe des y est & gauche de la direction positive sur l’axe des & ; 
tout point pris sur la partie positive de l’axe des @ est a droite de 
la direction positive sur l’axe des y. Etant donnés trois points 
Ay, A,, A, non en ligne droite, si A, est & gauche du vecteur A,A, 
le point A, est & gauche du vecteur A,A, et le point A, est 4 gau- 
che du vecteur A,A,, etc. 

Si lon ccnsidére deux droites paralléles sur lesquelles on a 
choisi la méme direction, ces deux droites partagent l'ensemble 
des points qui ne sont pas situés sur elles en trois ensembles, les 
points situés a gauche des deux droites, les points situés a droite 
des deux droites, les points situés & droite de Pune, 4 gauche de 
Yautre ; ces derniers sont dits entre les deux droites : tout segment 
qui joint deux points situés dans l'un de ces ensembles lui appar- 
tient tout entier. Les points situés entre les deux droites appar- 
tiennent 4 des segments dont les extrémiltés sont respectivement 
situées sur ces deux droites. 


276. — Les points situés sur une droite (D), & laquelle ona attri- 
bué un sens, ne sont situés ni & droite ni A gauche de (D). Il est 
commode, dans un trés grand nombre de cas, de pouvoir dire d’un 
point quelconque qu'il est 4 droite ou A gauche de (D); pour cela, 
on considére cette droite comme double, comme formée de deux 
droites paralléles, confondues en réalité, mais que l’on distingue 
par la pensée : on dit alors que cette droite constitue uné coupure, 
dont les deux bords sont respectivement ces deux paralléles, l'une 
conslituant le bord droit, Vautre le bord gauche : le bord droit est 
regardé comme faisant partie de Pensemble des points qui sont & 
droite de la coupure (D), le bord gauche est regardé comme fai- 
sant partie de l’ensemble des points qui sont & gauche de (D). 
Alors un point quelconque est, soit A droite, soit d gauche de (D) ; 
mais si ce point est sur (D), il ne suffit pas, pour le spécifier, de 
donner ses coordonnées ; il faut encore dire s’il appartient au bord 
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gauche ou au bord droit de (D). Lorsqu’on a & figurer une droite 
a laquelle on donne cette signification de coupure, il est commode 
d’employer un schéma ot les deux bords sont distincts. 


277. — Considérons les deux demi-droites (D), (D’) définies 
par les équations 


(D) a+ at, y=b-+ B 
(D’') 2a ot, y= b+ pl 


oud, U’ doivent prendre des valeurs nulles ou positives ; elles ont 
méme origine; supposons que 76’ — a’ ne soit pas nul, c’est-a- 
dire que les deux droites ne soient pas confondues. 

La figure formée par ces deux demi-droites est ce qu’on appelle 
un angle, Le sommet de cet angle est le point (a, b); les deux 
demi-droites (D), (D’) sont les cdtés de cet angle. 

La demi-droite D’ est & gauche de la demi-droite (D) si 
af’ —a'G est positif; elle est a droite si af’ — a’G est négatif. 
Lorsqu’on attribue un ordre aux deux cotés, on dit que l’angle est 
orienté et qu ila la disposition directe si le second cété est 4 gauche 
du premier, la disposition indirecte si le second cété est A droite 
du premier. L’angle dont le premier cété est la partie positive de 
l’axe des x, dont le second cété est la partie positive de l’axe des y 
ala disposition directe. 

Puisque 43’ — ¢’ 6 n'est pas nul, les équations 


x£=a+ at + a’t’, y= b+ Bi + Bl’ 


peuvent étre résolues par rapport a ¢, ¢’; ces formules établissent 
une correspondance parfaite entre les systémes (a, y) et les sys- 
témes (¢, t'). L’ensemble des points (x, y) que l’on obtient en 
donnant a ¢, ¢' des valeurs positives (non nulles) constitue ce qu’on 
appelle V’iniérieur de langle; Veatérieur est l'ensemble des autres 
points, en exceptant toutefois ceux qui appartiennent aux cdtés de 
l’angle. Si l'on regarde (D) comme le premier coté de l’angle, (D’) 
comme le second, et si la disposition est directe, tous les points 
situés 4 V’intérieur de l’angle sont a gauche de (D), A droite de 
(D’) ; réciproquement, tout point qui est 4 gauche de (D), a droite 
de (D’), est alors 4 V'intérieur de Vangle. Ce serait linverse si la 
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disposition de l’angle était indirecte. Si deux points sont a l'inté- 
rieur d’un angle, il en est de méme de tous les points du segment 
qui les-relie. Tous les points d'une demi-droite ayant son origine 
sur l’un des cétés d’un angle, parallcle 4 l’autre coté et de méme 
sens, sont intérieurs 4 langle, sauf Vorigine de cette demi—droite. 
Tous les points situés entre les deux extrémités d’un segment qui 
relie deux points des deux cdtés d’un angle sont intérieurs 4 cet 
angle et tous les points intérieurs 4 langle pouvent étre obtenus de 
cette facon. 

Les droites indéfinies (A), (A’) sur lesquelles sont situées les 
demi-droites (D), (D') forment quatre angles; en désignant par 
(D,), (Dj) les demi-droites opposées & (D), (D’), ces angles ont 
pour cétés~(D) ef (D*), (Df) et (Di), (D,) et (Di), (DY) et (D). 
Chacun de ces angles est adjacent aw suivant et au précédent; le 
troisieme est opposé par le sommet au premier; de meme le second 
est opposé par le sommet au quatri¢me. Tout point qui n’appar- 
tient pas aux droites (A), (A’) estimtérieur 4 l'un des quatre angles 
et & un seul. On voit sans peine, pour chacun de ces angles, de quel 
colé, par rapport aux directions (D), (D’), sont les points intévieurs. 
Deux angles opposés par le sommef ont la méme disposition’ en 
supposant qu’on regarde comme premier coté de l'un des: angles 
la direction opposée au premier coté de Vautre. 

On a vu plus haut comment la considération d’um angle défini 
par les deux demi-droites (D), (D') permettait de décomposer le 
plan en deux régions, l’wne intérieure i angle, l'autre extérieure. 
En supposant que (D) soit le premier cdté et (D’) le second coté de 
angle, il est parfois commode de ‘pouvoir désigner lune de ces 
régiow comme ¢élant & gauche, l'autre comme étant A droite de 
l'angle, cet angle étant regardé comme la figure formée par les 
deux demi-droites. Hn supposant que langle ait la disposition di- 
recte, les points intérieurs sont dits & droite de langle et les points 
extéricurs 4 gauche; c’est le contraive si la disposition est inverse. 
Pour accorder cette définition avec V'intuition, on doit regarder le 
premier cété comme ayant, non la direction (D) définie par les 
deux. coefficients directeurs «@, 3, mais la direction opposée ; en 
employant le langage cinématique qui, comme on l’a déjai dit, 
nimplique pas autre chose qu’un ordre de succession altribué aux 
points. de la figure formée par la réunion des deux demi-droites 
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(D), (D), on regardera le premier cdté comme parcouru par un 
mobile dont les coordonnées successives: s’obtiennent en faisant. 
décroitre t de + c & ©; au contraire, pour le second: cdté,. les 
coordonnées s'obtiendront en faisant croitre t deo & +c . 

Dans ces conditions, si la disposition de l’angle est directe, les 
points intérieurs a l’angle sont effectivement A droite des deux 
cétés. Quant aux points extérieurs, ceux qui sont dans les angles 
adjacents a l’angle donné sont a gauche des deux cétés ; bien que 
les points situés dans langle opposé par le sommet soient. 4 droite 
des deux cétés, on les regarde comme étant & gauche de Vangle. 


278. — Considérons deux angles orientés (A), (A) dont le pre- 
mier et le second cété sont respectivement définis par les formules 


ro + res, y= b+ rsimg, 
(2 ==); 
f= os repel, yb -- rsa, 
pour le premier angle, par les formules 
a’ =a’ +r’ cos a, y' =b'+-7r sine, 
le = 0), 


a ==a--3" cost,» 9° == 0 r"sin 


pour le second; on a vu plus haut comment les équations: qui dé- 
terminent les cétés peuvent toujours ¢étre ramenées. 4 cette forme. 
Les deux figures (A) et (A’) seront égales si l'on peut établir entre 
les points des: cOtés. une correspondance du type précisé au n° 274 
et. telle que les premiers colés des deux angles se correspondent, 
ainsi que les seconds cotés; les. sommets se correspondent nécessai- 
rement.; écrivons que les deux premiers colés se correspondent 
point par point; puisque la distance de deux points doit étre égale 
4 la distance de deux points correspondants, il faut évidemment 


/ 


que l'on ait, pour de tels points, 7 =r’. Les égalilés 


a + rcos9 =p + (a’ +r cos 9’) cos » — (b' + rsin 9’) sin , 


a+rsin 9=q-+ (a +rcos o’) sin w + (b' + r sin ¢’) cosa, 


qui doivent étre des identilés en r, exigent que les nombres @ et 
g' + o different seulement d’un multiple de 27;.11 doit en étre de 
méme des nombres b et U’ + , comme on le voit en considé— 
rant les seconds cétés; cecy exige qu il em soit de méme des 
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nombres 4 — 9 et v —q; si cette derniére condition est vérifiée, 
on pourra prendre pour « le nombre 9 — g’ ou ¥ — ¥’, et il est 
aisé de constater qu’on peut alors déterminer les constantes p, ¢ de 
ianicre & réaliser la correspondance qui assure l’égalité des deux 


figures (A), (A’). La condition 


Ul — of =v — 9 (mod. az) 
qui s’énonce /’ — g’ congru a) — @ suivant le module 27 et 
T aa to) i 
qui signifie que les deux membres séparés par le signe = ne 


différent que d’un multiple de 27, est donc la condition nécessaire 
et suffisante pour que les deux figures (A), (A’) soient égales, au 
sens qu'on vient de préciser. Le nombre 4 — ¢, dont l’ importance 
est manifeste, ou ce nombre augmenté d'un multiple de 27, est 
la mesure de l’angle (A) ; lorsqu’il n’y a pas de confusion 4 crain- 
dre, on dis souvent que l’angle (A) est égal ab — 9. 

Ces définitions s’appliquent lors méme que l’angle (A) n’existe 
pas 4 proprement parler, c’est—a—dire lorsque la quantité 


cos » sin ) — sin 9 cos ¥ = sin (Y — 9) 


est nulle, ou que o est un multiple de x; lorsque V) o est 
un multiple de 27, les deux cotés de l’angle sont confondus, on 
dit souvent que langle est nul; tous les points, sauf ceux qui sont 
sur les cdtés, sont extérieurs A Vangle; lorsque Y —¢ est un 
multiple impair de z, les deux cdtés de l’angle sont dans le pro- 
longement l’un de l'autre : il importe de remarquer que les 
mols intérieur ou extérieur de l'angle n’ont plus de sens dans ce 
dernier cas. Celle des valeurs de ) — 9 + 2nz (n entier) qui est 
la plus petite en valeur absolue, est la valeur principale (de la me- 
sure) de l’angle ; ceci n’a de sens que si ) — © n’est pas un mul- 
tiple impair de z; la valeur principale d’un angle est positive ow 
négative suivant que l’angle a, ou non, la diposition directe. 
L’angle de deux directions quelconques (D), (D’) est, par défi- 
nition langle de deux demi-droites ayant pour origine un point 
quelconque et respeclivement paralélles aux deux directions don- 
nées ; je représenterai souvent cet angle, ou sa mesure, par le sym- 
bole (D, D’) en supposant que D soit la premiére direction, et 


(D’) la seconde. Si(D), (D’), (D") sont trois directions quelconques,. 
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(D, D’) + (D’, D)= (mod. 27), 
(D, D’) + (D’, D") + Ds D = o) (mod. 27), 
(D, D") = (D, D’) + (D’, D’) (mod, 27). 


En conservant les notations antérieures, les directions (Dye De 
seront paralléles ou confondues si v —oest un multiple de 7; de 
méme sens, si ) — @ est un multiple pair de =, opposées si 
v 9 est un multiple i impair de z. Les deux directions sont per- 
pendiculaires si la mesure de leur angle est un multiple impair 


de ~. 
2 
Ona 
= Ne D see = D, Ve mod, 27), 
CO ee Si ) 


en désignant par X et Y les directions positives sur l’axe des a et 
sur l’axe des y. 
Les formules 


e=a+rcs%y=—b+rsing, r 


79 


IV 


quand on attribue une valeur déterminée a ¢, définissent une 
demi-droite dont lorigine est (a, b). F 

Cette demi-droite varie avec 9; si @ croit ou décroit, de ~ a fe 
on dit que ]a demi-droite tourne autour du point (a, b) de la posi- 
tion initiale, correspondant & la valeur o = g, 4 la position finale, 
correspondant a la valeur 9 =f; dans le sens direct si lon a 
Cie p, dans le sens indirect si l’on a @ > ies dans les deux cas, 
on dit qu’elle a tourné de l’angle 6 — @; le lecteur ne doit pas 
oublier, d’une part, que cette fagon de parler n’implique rien autre 
chose (n° 472) qu'un ordre attribué aux valeurs de @ et aux posi-— 
tions correspondantes de la demi-droite et, d’autre part, qu'elle 
appelle l’attention non seulement sur les positions extrémes (ini- 
tiale et finale) de la demi-droite, mais aussi sur les positions inter- 
médiaires. Lorsque 6 — «est, en valeur absolue, moindre que 7, 
l’angle dont a tourné la demi-droite n’est autre chose que la valeur 
principale de langle dont les deux cdtés sont la position initiale et 
la position finale de la demi-droite. Dans ce cas, toutes les posi- 
tions intermédiaires sont intérieures 4 cet angle et toute position 
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de la demi-droite intérieure 4 langle correspond a une valeur de 
o comprise entre @ et 6. Lorsque 6 — @ est égal 4 = ou a — 7, on 
dit que la demi-droite a décrit un demi-plan; les deux positions 
extrémes sont opposées. Lorsque (3 — @ est égal 8 2% ou — 27, 
on dit que la demi-droite a décrit tout le plan; sa position finale 
coincide alors avec sa position initiale. 

Considérons un angle orienté dont les deux cdtés (D), (D’) sont 
des demi-droites ayant leur origine au point (a, b), et dont je dé- 
signerai la valeur principale par 4). Si Pon imagine que la demi- 
droite mobile coincide d’abord avec ‘D), elle peut tourner autour 
de (a, b) de maniére a décrire l’intérieur de langle ; elle tournera 
de droite & gauche ou de gauche a droite, suivant que ® sera posi- 
tif ou négatif; quand elle a tourné de langle »), elle a décrit Vinté— 
rieur de l’angle ; elle coincide avec (D'). Si elle continue de tour- 
ner dans le méme sens, elle décrira Vextérieur de l’angle ; pour le 
décrire tout entier, elle doit, 4 partir de la position (D’), tourner 
d'un angle égal 4 2% — w si w est positif, 4 — 27 —o, sia est 
négatif; elle a alors tourné, a partir de (D), d'un angle égal A 27, 


oua 27, suivant les cas ; elle est revenue & la position initiale. 
Le lecteur continuera sans peine ; il reprendra les choses, s‘il veut, 
en supposant que la demi-droite tourne d’abord, a partir de (D), 
de maniére 4 décrire l’extérieur de l’angle (D, D’) ; il constatera 
que, dans tous les cas, toutes les fois que la demi-droite mobile 
coincide avec (D’), elle a tourné, 4 partir de (D) d’un angle égal a 
2nm +o), n étant un entier. 
Considérons une suite de nombres 


io) Megeto sa Ripadn: 

rangés par ordre de grandeur croissante si est plus grand que 
g, décroissante si p est plus petit que @, tels, en outre ‘que la dif- 
férence entre deux nombres consécutifs soit moimdre que 7 en 
valeur absoluc. 

A cette suite de nombres correspond une suite de positions (D), 
(D,), (D,). ... dela demi-droite mobile, une suite d’angles (D, D,), 
(D,, D,),...; la somme des valeurs principales de ces angles est 
langle dont la demi-droite doit towrner pour passer de la position. 
initiale 4 la position finale, ainsi qu'il résulte de lidentité 


Pos, J+ Ga) ei 
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Considérons une demi-droite fixe (A) ayant son origine au point 
(a, b) et deux demi-droites quelconques (D), (D') ayant leur ori- 
gine au méme point (a, b) et dont aucune ne coincide avec (A). La 
demi-droite (A) peut servir 4 définir, sans ambiguité, et d’une 
facon qui est souvent commode, l’une des mesures de l’angle 
(D, D’). On imagine une demi-droite mobile coincidant d’abord 
avec (D), tournant autour de (a, b) de maniére A coincider avec (D’) 
sans passer par la position (A) ; elle aura décrit Vintérieur de l’an— 
gle (D, D’) si (A) est extérieur 4 cet angle, |’extéricur de l’angle 
(D, D’), si (A) est intérieur & cet angle. Dans tous les cas, on 
choisit pour la mesure de l’angle (D, D’) langle dont la demi. 
droite a tourné. ' 

En particulier, quand on prend pour la demi-droite (A), Ja .da- 
rection négalive sur l’axe des x, l’angle, défini comme on vient de 
le faire, de la direction positive sur le méme axe et d’une direction 
quelconque n'est autre chose que la valeur principale de l’angle de 
ces deux directions. 


279. — Un cercle dont le centre est le point (x,, y,) et dont le 
rayon est le nombre positif r est l'ensemble (le lieu) des points 
dont la distance au centre (a,, y) est r; c’est donc l'ensemble des 
points dont les coordonnées x, y vérifient l’équation 


(2@—a2)P?+y—-yP=r; 


ces points sont sur le cercle, qui passe par chacun d’eux. L’ensem- 
ble des points dont Ja distance au centre est moindre que 7 cons- 
titue l’intérieur du cercle ; je dirai de tous ces points et des points 
situés sur le cercle qu’ils appartiennent au cercle : l’ensemble des 
points dont la distance au centre est plus grande que 7 constitue 
Vextérieur du cercle. Sur le segment qui joint un point intérieur au 
cercle 4 un point extérieur, entre les deux extrémités, i] y aun 
point du cercle et un seul. Le segment qui joint deux points inté— 
rieurs au cercle est tout entier intérieur au cercle. Sur chaque 
demi- droite qui a son origine 4 J’intérieur du cercle il y a un point 
du cercle et un seul. Les théorémes classiques sur l’intersection 
d’une droite indéfinie et d'un cercle, sur l’intersection mutuelle de 
deux cercles, et sur les positions relatives de deux cercles s’établis— 
sent sans aucune difficulté. 
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Deux cercles dont les rayons sont égaux sont des figures égales. 
Tous les points situés sur le cercle de rayon ret de centre (2, ¥,) 
s’obtiennent en attribuant A la variable », dans les formules 


(1) C=, + reso, y=, +rsine, 


toutes les valeurs qui appartiennent 4 un intervalle dont Vécart est 
97; les valeurs extrémes donnent le méme point; les autres points 
ne sont obtenus qu’une fois. Si l’on fait varier © dans un intervalle 
d’écart moindre, on obtient un arc de cercle. 

Si, dans les mémes formules, on regarde 6) comme une variable 
qui doit appartenir a un intervalle d’écart égal a 27 et r comme 
une variable qui doit appartenir 4 Vintervalle (0, R), l'ensemble 
des points distincts ainsi obtenus sera l’ensemble des points qui 
appartiennent au cercle de centre (x, Yo) et de rayon R. Cet en- 
semble comprend les points intérieurs au cercle et les points situés 


sur le cercle, 


280. — L’ensemble des points dont la distance réduite dun point 
fixe (a , Yo) est égale A un nombre positif donné r constitue un 
carré (ou, si l’on veut, le contour d'un carré) dont les cétés sont 
des segments paralleles aux axes et ont pour longueur 27; l’en— 
semble des points dont la distance réduite au centre (a, y,) du 
carré est moindre que r constitue l'indérieur du carré ; je dirai des 
points intérieurs au carré ct situés sur le carré qu’ils appartiennent 
au carré; l'ensemble des points dont la distance réduite au centre 
(x), Yo) du carré est plus grande que r constitue l’exlérieur du 
carré. Le lecteur énoncera sans peine des propositions pareilles A 
celles qu’on vient de rappeler pour le cercle. 

Plus généralement, on dit des points dont les abscisses appar- 
tiennent 4 lintervalle (a, a’) et les ordonnées & Vintervalle (O..5'), 
quils appartiennent 4 un rectangle dont les cétés sont paralléles 
aux axes ioe dont an ges sont les points (a, b), (eo), 
(a’, b'), (a, 6"). Les points qui sont sur le rectangle (sur le contour) 
sont ceux des points précédemment définis dont V’abscisse est égale 


eS 


(‘) Dans co numéro et ceux qui le suivent immédiatement, il ne sera ques- 
tion que de tels rectangles; aussi je supprimerai le plus souyent les mots 
«dont les cotés sont paralléles aux axes », 
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soit 8 a, soit A a’, ou dont l’ordonnée est égale soit 4b, soit ab’: 
leur ensemble constitue les quatre cétés du rectangle. Les points 
qui appartiennent au rectangle sans étre sur le rectangle sont a 
Pintérieur du rectangle. Le segment de droite qui joint deux points 
intérieurs au rectangle est tout entier intérieur A ce rectangle. Les 
points qui n’appartiennent pas au rectangle lui sont extéricurs. Les 
dimensions du rectangle sont les nombres | a — a’ |, |b — b' |. 
L’aire Vun rectangle est le produit de ses dimensions. La distance 
réduite de deux points intérieurs est moindre que la plus grande 
des dimensions. 

J’appellerai premier sommet du rectangle le sommet qui a la 
plus petite abscisse et la plus petite ordonnée, troisiéme sommet 
celui qui aia plus grande abscisse et la plus grande ordonnée ; le 
second sommet a méme ordonnée que le premier, le quatrieéme 
sommet a méme abscisse que le premier. Un rectangle est déter— 
miné quand on donne son premier et son troisitme sommet. 

Silonaa<a',b< VJ’, le premier, le second, le troisi¢me, le 
quatriéme sommet sont les points (a, b), (a’, b), (a’, b'), (a, b’). 

La distance de deux points appartenant a un rectangle est au 
plus égale 4 la distance du premier et du troisicme sommet, ou a 
Vi? + k?, en désignant par h et k les dimensions du rectangle. 


(it* lay he ay 
, 2 


Le point ) est le centre du rectangle. 

281. — Sideux rectangles (R), (R’) sont tels que tous les points 
qui appartiennent au second appartiennent au premier, je dirai que 
le premier contient le second. En désignant par (a,, a;), (b,, b/) les 
intervalles auxquels doivent appartenir respectivement les abscisses 
et les ordonnées des points qui apparticnnent au second rectangle 
(R,), et en supposanta<a’,b<b',a,< a, b, <b, dire que 
(R) contient (R,) revient & dire que lon aaa <aj<a, 
bab <b<v. 


Considérons deux systemes de nombres 


Cs AL 
Lng ch a opie er 


tels que l’on ait 


Oj eee ya A 11, beat preys 3 
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Je rectangle (R) dont le premier et le troisieme sommet sont les 
points (a,, 6,), (dn41, b)+41) contient chacun des np rectangles (Ri,;) 
(U= by 25, 00 Mj, ji = Ex My» p) domi le: premier et le trolsiéme 
sommet sont les points (aj, bj), (ai+1, bj+1). Réciproquement cha— 
que point du rectangle (R) appartient 4 un au moins des rectangles 
(Ri,;) ; Sil est intérieur 4 l'un: de ces rectangles, il n’appartient 
qu’a lui. On peut décomposer de cette fagon en np rectangles tout 
rectangle (R) dont les cétés sont paralleles aux axes. L’aire du 


rectangle (R) est la somme des aires des rectangles (Bi,;). 


/ 


Considérons deux suites de nombres, indéfinies dans les deux 
sens, 


6 Cas) Fein tose lags As Ms ee Rage Rinne 


On aan Dn» omey Gey, By, G,, ees D. Bit 4 


fey 


telles que, pour l'une et l'autre suite, les termes aillent en. crois— 
sant avec lindice et que Vom ait 


linn.@,,—=-+- oa, lumi a_,,.=—— oa, 
n= © Ws ae OS 
line. Gy ==--oe, linn. b_,.=——-—oo ; 
eo} n= 


les paralléles aux axes dont les équations sont de la forme «= ai, 
d’une part, y = 6;, de l'autre, en désignant par 7, 7 des entiers 
quelconques, partagent le plan en bandes indéfinies:; une de ces 
bandes est,. par exemple, l'ensemble des: points dont les abscisses 
appartiennent & Vintervalle (ai, ai++); une autre est l’ensemble des: 
points dont les ordonnées appartiennent & l’intervalle (bj, bj.1). 

L’ensemble des droites 2 = ai, y == b; détermine ce que j’appel- 
lerai un quadrillage du plan ; le plan se trouve décomposé en rec- 
tangles tels que le rectangle dont le premier et le troisitme sommet 
sont les points respectifs (ai, b;), (ai41, bj41). Un point quelconque 
du plan appartient 41’un de ces rectangles au moins ; il peut appar- 
tenir aun seul, 4 deux ou & quatre. 
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Il. — SUITES; ENSEMBLES; LIENS; FONCTIONS 


282. — Nous aurons A considérer des suites et des ensembles de 
points ("). Un tres grand nombre de définitions et de propositions 
relatives aux suites et aux ensembles de nombres (ou de points sur 
un axe) s étendent immédiatement aux suites et aux ensembles de 
couples des deux nombres (ou de points dans le plan) : je résume 
ci-dessous les principales : lorsqu’il n’y aura pas d’explications, 
cest qu elles sont inutiles ou que celles qu’on a données au cha- 
pitre III suflisent. On a toutefois & remplacer les différences entre 
les nombres par des distances entre les points ; on considérera, sui- 
vant que cela est plus commode, des distances réduites ou des 
distances vraies ; remarquons d’ailleurs, une fois pour toutes, que 
lorsqu’on dit que la distance de deux points tend vers 0 ou croit in- 
définiment, il n'importe pas que la distance soit réduite ou non, 


XV 


puisque le rapport de Pune & Vautre appartient a lintervalle 


v2) 
(x, a 
Considérons une suite de points (%,, Yn) (n = 1, 2,..., ©): 
on dit que le point (an, Yn), admet, pour n infini, le po'nt (a, b) 
comme limite, lorsque la distance des deux points (an, yn) (a, 6) 
a pour limite o quand n augmente indéfiniment. Tl faut et il 
suffit pour cela que lon ait 


Ns ae luna, ¥% == 5. 
r= © 1 ———s'e) 


(‘) Le mot point est pris ici dans le sens du n°? 274 : cest un sysleme de 
deux nombres; le langage adoplé dans le premier Volume peut preter a 
quelques confusions, qu'il suffit de signaler au lecteur pour qu il n’y tombe 
pas : jusqu’au présent chapilre, le mot point a été en effet systémaliquement 
confondu avec le mot nombre; c’est ainsi qu’on a dit un point d’accumulation 
d'un ensemble de nombres ; alors un point était un seul nombre ; c'est, main- 
tenant, un sysléme de deux nombres : au point de vue géométrique on peut 
dire qu'il s'agissait alors de points sur un axe et quil s’agit maintenant de 
points dans le plan. Quand il s’agira d’ensembles tels que ceux qu’on a princi- 
palement considérés jusqu’ici, dont chaque élément est un nombre, et lorsque 
quelque confusion sera & craindre, je dirai élément d’accumulation au lieu de 
point d’aceumulation; ce dernier terme sera, au contraire, employé pour les 
ensembles de points, tels que je les considére actuellement. 
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On dit qu’un ensemble (I!) de points est borné quand les abscisses 
et les ordonnées de ses points sont moindres en. valeur absolue 
qu’un nombre positif P; il est clair que les points de l'ensemble 
sont intérieurs au carré dont les sommets sont les points (=P, +P) ; 
au reste l'ensemble des abscisses des points de (KE) admet dans ce 
cas une borne inférieure a, et une borne supérieure a’; de méme 
l’ensemble des ordonnées des points de (E) admet une borne infé- 
rieure b ct une borne supérieure b’; tous les points de l’ensemble (E) 
appartiennent au rectangle donc le premier et le troisi:me sommet 
sont les points (a, b) (a’, b') : ce rectangle se réduirait & un seg— 
ment de droite si l'on avait a= a’, ou b—D', a savoir, dans le pre- 
mier cas, au segment dont les extrémités seraient les points (a, b), 
‘a, b'); cette circonstance, comme il est aisé de le voir, ne peut 
se présenter que dans le cas ot tous les points de ‘E) appartien- 
draient & ce segment. Les notions de bornes supérieure et infé- 
rieure ne s’étendent pas aux ensembles de points tels que nous les 
considérons actuellement. 

L’écart d’un ensemble borné de points est la borne supérieure de 
Vensemble des distances de deux points de cet ensemble, 

On appelle point d’accumulation d’un ensemble infini (E) de 
points un point A tel que, quelque petit que soit le nombre posi- 
lif ¢, il y ait une infinité de points appartenant 4 E) dont la dis-- 
tance (réduite ou non) au point A soit moindre que ¢. Le point A 
peut d’ailleurs appartenir on non & (E>. Si A mest pas un point 
accumulation de (E), on peut regarder ce point comme le centre 
d’un cercle, ou d’un carré, auquel n’appartiennent aucun point 
de (E) sauf A lui-méme, si A appartient & E : dans ce dernier 
cas, A est un point isolé de l'ensemble. 

Si un ensemble (I) de points est borné et s'il comprend une 
infinité de points, il admet au moins un point d’accumulation. 

Soient en effet (A) l'ensemble des abscisses et (B) l'ensemble des 
ordonnées des points de (E). Ges deux ensembles sont bornés. A 
chaque élément a de (A) correspondent les points de (E), en nom- 
bre fini ou infini, dont l’abscisse est a; je dirai que les ordonnées de 
ces points sont les éléments de (B) qui correspondent a a et j’en 
désigneral l'ensemble, fini ou Banc, par (Ba) 


aje 


Sil y a dans (A) un élément a auquel correspondent une infi- 
nité de points de (E), et, par conséquent, un ensemble infini (B.), 
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ce dernier ensemble admettra un élément d’accumulation b, et le 
point (a, 6) sera un point d’accumulation de (E). Cette circons- 
tance se produira certainement si (A) est fini : car sil n’y avait, 
dans (A), que p nombres distincts, et si A chacun de ces nombres 
ne correspondaient, dans (B) qu’un nombre fini d’éléments, au 
plus égal a q, il y aurait, au plus, PY points dans (EB. 

Si, maintenant, l'ensemble (A) est infini, “soit ~ un de ses élé- 
ments d’accumulation ; quelque petit que soit Je nombre posilif ¢, 
il y aura une infinité de points de (E) dont les abscisses, distinctes 
de g, appartiendront a l’intervalle (—<¢, ~ + ¢); soient F(z) l’en- 
semble de ces points, B(¢) ?ensemble de leurs ordonnées; si l’on 
ae’ > @, ilest clair que E (2’) contiendra E (2’), c’est-a-dire que tout 
point de E (e') sera un point de E(e”), que B (¢") contiendra B (¢') ; 

}? 

a tous les ensembles B(¢), ou qui sera pour chacun d’eux un élé- 


done (n° 456), il y aura au moins un nombre f qui apparliendra 


ment d’accumulation. Dans les deux cas, le point (@, (3) sera un 
point d’accumulation de (E) : dans le premier cas, parce qwil y 
aura dans (E), quelque petit que soit le nombre ¢, au moins un 
point d’ordonnée 6 dont l’abscisse, autre que %, appartiendra a 
lintervalle (# —¢, ~ + ¢); dans le second cas, parce que, quelque 
petits que soient les nombres positifs ¢, 4 il y aura dans (E) au 
moins un point, dont labscisse, autre que ~, appartiendra 4 l’in- 
tervalle (2 — ¢, @ + ¢) et l’ordonnée & l’intervalle (6 — 4, 6 +x). 

Il y a lieu de remarquer que, par la démonstration précédente, 
se trouve établie la proposition que voici : 

Soient (E) un ensemble de points, infini et borné, et (D) une 
droite paralléle a l’axe des y : si l’on sait que, quelque petit que 
soit le nombre positif ¢, il y a une infinité de points dans (E) qui 
sont 4 une distance de (D), inférieure 4 ¢, on peut affirmer qu'il y 
a, sur la droite (D), un point d’accumulation de (E). Le lecteur 
n’aura aucune peine a reconnaitre que Ja proposition subsiste lors 
méme que la droite (D) n’est pas paralléle 4 l'un des axes de coor- 
données. 


L’ensemble des points d’accumulation d’un ensemble (E) est 
Vensemble dérivé (E') de (E). 

Un ensemble infini borné est dit clos, fermé, ou complet s'il 
contient tous ses points d’accumulation. 
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L’ensemble dérivé d’un ensemble borné est clos, ou ne contient 
qu'un nombre fini de points. 

Un ensemble clos est parfait s'il coincide avec son dérivé. 

Si ensemble (E) contient l'ensemble (Ey), l'ensemble dérivé (E’) 
de (E) contiendra l'ensemble dérivé (E/) de (Ey). 

“L’ensemble des points qui appartiennent & un reclangle (ou a un 
cercle) est clos. L’ensemble des points intérieurs 4 un rectangle 
(ou A un cercle) n'est pas clos, puisque les points du contour (ou 
de la circonférence) sont des points d’accumulation et n/appar- 
tiennent pas a l’ensemble. 


283. — La proposition du n° 156 se généralise aussi immé- 
diatement. 

Désignons par (P) un ensemble de nombres positifs dont o soit 
un élément d’accumulation, qui n’appartient d’ailleurs pas a (P). 
Regardons les nombres qui constituent _P) comme des valeurs 
atlribuées & la variable ¢. 

Soit H(e) un ensemble de points, déterminé pour chaque valeur 
de ¢ appartenant a (P). Je suppose essentiellement, sur l'ensemble 
E(e), qu il exisle, c’est-a-dire qu'il contient des points, en nombre 
fini ou infini, pour chaque valeur ¢ de(P). Je suppose en outre 
qu il satisfasse aux deux conditions suivantes. 

1° Si é' et é" appartiennent a (P) et si l’onaé’ >", l'ensemble 
E(¢') contient l'ensemble E(¢"). 

2° L’ensemble E(¢) est borné, quelque soit le nombre ¢ appar- 
tenant a (P). 

Sous ces conditions, je dis qui! existe au moins un point / qui 
appartient 4 tous les ensembles E(¢) ou qui, pour chacun de ces 
ensembles, est un point d’accumulation. 

Soient, en effet, A(e) et B(e) Pensemble des abscisses et l’en- 
semble des ordonnées des points de E(¢). A chaque élément a de 
A() correspondent un ou plusieurs points de E(e), qui ont pour 
abscisse a; & chaque élément a de A(¢) correspondent par consé- 
séquent un ou plusieurs éléments de B(¢), & savoir les ordonnées 
de ces points de E'(<) qui ont @ pour abscisse. 

On voit tout de suite, par le théoréme du n° 456, quwil existe 
au moins un nombre % qui appartient & tous les ensembles A (¢) ou 


qui est, pour chacun d’eux, un élément d’accumulation. 
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Plagons-nous dans le premier cas : % appartient & tous. les en— 
sembles A (¢). Soit B’(¢) ensemble des ordonnées des. points de L (¢) 
dont labscisse est x; B/(z) est borné; il existe, quelque soit le 
nombre ¢ appartenant 4 P; B’(<’) contient B’(e") si Pon ae’ > é". 
Il y a donc (n° 456) un nombre 4 qui appartient & tous les en- 
sembles B'(z) ou qui est, pour chacun de ces ensembles, un élé- 
ment d’accumulation ; dans la premiére hypothese, le point (x, 1) 
appartient a tous les ensembles H(z); dans la seconde hypothese, 
il est, pour chacun deux, un élément d’accumuilation. 

Plagons-nous maintenant dans le second cas : x est pour chacun 
des ensembles A (<), un élément d’accumulation. Désignons par (D) 
le parallele 4 l’axe des y dont l’équation est « = xz. Dans. chaque 
ensemble £(¢) il y a une infinité de points dont la distance 4 (D) 
est moindre que tel nombre positif quom voudra, il y a donc 
sur D un ou plusieurs points d’accumulation de H(z). Soit mainte- 
nant B’ (2) l'ensemble des ordonnées de ces. points. d’accumulation : 


on voit comme tout a l’heure qu’il y a au moins un nombre yw qui 
appartient a tout les ensembles B’(z) ou qui, pour chacun d’eux, 
est un élément d’accumulation. Dans les deux hypotheses le 
point (%, 4) est un point d’accumulation pour tous les ensem— 
bles E(¢), puisqu’il y a, dans chacun de ces ensembles un. point 
dont l’abscisse est aussi voisine qu'on veut de x et dont l’ordonnée 
est, ou 4, Ou uN nombre aussi voisin de y qu'on le veut. 

L’ensemble E(o) des points k:, dont on vient de démontrer Vexis- 
tence, eb qui apparliennent & tous.les.ensembles £2) ou sont des 
points d’accumulation pour tous ces ensembles, est clos, ou ne 
contient qu'un nombre fini de points. 

Si k’ est un point quelconque qui n’appartienne pas a l’ensem- 
ble E(o), on peut fixer des nombres positils ¢), 4, tels que dans le 
carré, ou le cercle, dont le centre est fk’ et dont le demi-cété, ou le 
rayon, est, il m’y ait aucun point de l'ensemble H(z) si loma 
ae Sy 

Si tous les ensembles H(¢) sont clos, l'ensemble Ho) est con— 
tenu dans chacun de ces ensembles. 

Si l’on considére une: suite infinie de rectangles 


(Ry), (Ry), «22 (Rn)» oe 


tels que chacun d’eux contienne le précédent et que les dimensions 
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de (R,) aient pour limile o quand n croit indéfiniment, le point 
(Zn, Yn), assujetti seulement & appartenir au rectangle R,, a pour 
limite, quand n croit indéfiniment, un point (a, b) appartenant a 
tous les rectangles. 

Les propositions et définitions contenues dans les numéros 80, 
81,..., 86 s’étendent sans difficulté ainsi que les démonstrations. 


284. — Soit (E) un ensemble de points ; supposons que, 4 chaque 
point de cet ensemble, corresponde un nombre que lon regarde 
comme une valeur attribuée A une lettre f: on dit que f est une 
fonction déterminée des deux variables (7, y) dans l'ensemble (E); 
on entend par Ji qu’A chaque systéme de valeurs de ces variables 
qui est un point de (E) correspond une valeur de f, que l’on désigne 
par f(a, y). Sil’on définit (ou si Pon donne) le mode de corres— 
pondance, en sorte que, pour chaque point (2, y) de ensemble 
on puisse calculer la valeur de /, la fonction est définie ou donnée 
dans l’ensemble. 

Une fonction de deux variables n’est donc autre chose qu'un 
mode de correspondance entre les élémenis d’un ensemble _E for- 
mé de couples de nombres, de points si l’on veut, et les éléments 
d’un ensemble (f) formé de nombres, & savoir les valeurs distinctes 
que prend la fonction pour les différents points de (E). 

Au lieu d’employer deux lettres x, y pour désigner un point, 
rien n’empéche d’employer une seule lettre, z par exemple, et de 
donner au symbole f(z) exactement le méme sens qu’au symbole 
f(x, y); on dira, si l’on veut, que f est une fonction du point z; 
ceci permet de rapprocher les définitions, énoncés et démonstra— 
tions qui concernent les fonctions de deux variables des définitions, 
énoncés et démonstrations qui concernent les fonctions d’une seule 
variable, et que l’on a développés au Chapitre LV. Le langage em- 
ployé dans ce chapitre se transporte & peu prés textuellement dans 
la théorie qui nous occupe, dla condition, lorsque z et 2! désignent 
deux points, de regarder le symbole | z — z' | comme représentant 
la distance des deux points, réduite ou non suivant que l’on verra 
quelque commodité & adopter l'une ou l’autre ae 


(') Lorsqu’il sera question des variables imaginaires, ce symbole représentera 
exclusivement la distance vraie, et non la distance réduite, des deux points z, 2". 
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Parmi les propositions et définitions que j’ai en vue, je me con- 
tenterai de rappeler les suivantes, qui sont particuliérement impor- 
tantes. 

La fonction f(z), déterminée dans l'ensemble de points (E), est 
dite bornée en haut, ou en bas, si l'ensemble des valeurs dis— 
tincles qu'elle prend pour les différents points de (E) est borné en 
haut ou en bas. Elle sera dite bornée (sans épithete) si elle est bor- 
née en haut et en bas; son écart dans |’ensemble (IZ) est alors la 
différence M — m entre sa borne supérieure M et sa borne infé- 
rieure 7m, 

Lorsque a est un point d’accumulation de l’ensemble (I), de 
coordonnées &, p, on dit que Ja fonction f(z) ou f(a, y) admet 
pour z = ala limite A et l’on écrit 

lini iz = ==A; 


A == @ Fe OD 


pour dire que, quelque petit que soit le nombre positif ¢, il lui cor- 
respond un nombre positif y tel que l’on ait 


\f@) —Al <—eoul fle, y)— Al <e 


pour tous les points z, ou (x, y), qui apparbenvions a l'ensemble 
(E) et dont la distance au point a, ou (%, /3), est moindre que y. 

Si le point d’accumulation a appartient a l'ensemble (E), et si 
les conditions précédentes sont vérifiées, on dira que la fonction 
f(z) est continue en ce point. 

Supposons que l'ensemble (E) soit clos et que la fonction hee) 
soit continue en chacun des points d’accumulation de (E) : cette 
fonction jouira des propriétés que je vais énoncer en désignant par 
(F) Pensemble des valeurs distinctes qu'elle prend dans (E). 

1° La fonction f(z) est bornée dans l’ensemble (E) ; en d’autres 
termes, l'ensemble (F’) est borné. 

2° La fonction f(z) atteint sa borne supérieure M et sa borne 
inférieure m; en d’autres termes, il y a un point de l’ensemble 
(E) pour lequel on a f(z) = M, et un point pour lequel ona 

(z) =m. Plus généralement, l'ensemble (I*) est ou clos, ou com- 
posé d’un nombre fini d’éléments. 

La fonction f(z) est uniformément continue dans ]’ensemble (E), 
c’est-a-dire qu’a chaque nombre positif ¢, si petit qu'il soit, on peut 
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faire correspondre un nombre 7 tel que l’on ait | f(z) —f(z') |<eé 
sous la condition que les points z, z’ appartiennent a Vensemble 
(E) et que leur distance soit moindre que 7. 

Lorsqu’on dit qu’une fonction f(x, y) est continue en un point 
Xs Yo, sans parler de l'ensemble des pomts pour lesquels cette 
fonction est définie, on sous-entend que la fonction est définie non 
seulement en ce point, mais aux environs, c est-a-dire, par exemple, 
pour l'ensemble des points appartenant 4 un rectangle de centre 
Ly, ¥, et dont les dimensions h, k sont d’ailleurs aussi petites qu’on 


le veut ; dés lors le point «,, y, étant un point d’accumulation pour 


0? 
cet ensemble, la définition de la continuité s’applique. 


285. — La distance d'un point fixe A aux différents points d’un 
ensemble clos (E) est une fonction continue dans cet ensemble ; la 
borne inférieure r de cette fonction est attemte pour un certain 
point (au moins) de I’ensemble (E); elle est par définition la 
distance du point A & ensemble: elle n’est nulle que si A appar- 
tient a (E). 

Le cercle décrit du point A comme centre avec le rayon r ne 
contient 4 son inférieur aucun point de (E); c'est le plus grand 
cercle possible, de centre A, qui jouisse de cette propriété. Il con- 
tient sur sa circonférence un ou plusicurs points de (E), dont la 
distance 4 A est égale ar. 

La distance du pomt A & (E) peut étre regardée comme une 
fonction r(A) de ce point, définie pour tout pomt A; considérée 
de cette facon, r(A) est une fonction continue en chaque point : 
cela résulte de ce que la différence r (A) — r(A’) est au plus égale 
en valeur absolue & la distance AA’ des deux pomts A, A’* car s‘il 
en ¢taitautrement, l’un des deux cercles décrits respectivement des 
pomts A, A’ comme centres, avec les rayons r(A), r(A’) serait 
intérieur a l'autre ; supposons que ce soit le premier; on pourrait 
alors décrire du pomt A comme centre, avec un rayon plus grand 
que r(A), un cercle a l'intérieur duquel il n’y aurait aucun point 
de (EF). 

Considérons deux ensembles clos (E), (E,). La distance d'un 
point de (I) 4 l'ensemble (E,) est une fonction définie et continue 
dans (EF); elle atteint sa borne inférieure, qui est un nombre positif 
ou nul : si celte borne 0 n'est pas nulle, il n'y a pas de pomt de 


‘ 
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(E,) a lintérieur de n’importe quel cercle décrit d’un point de (E 
comme centre avec un rayon égal a d : les deux ensembles n’ont 
alors aucun point commun. 


La borne est nulle ou positive suivant que les deux ensembles 
ont ou n’ont pas de point commun : la borne inférieure de la dis- 
tance d’un point de (E) 4 (E,) est aussi la borne inférieure de la dis- 
tance d’un point de (E,) & (E) : elle est, par définition, la distance 
des deux ensembles (E), (E,); c’est évidemment la borne inférieure 
de ensemble des distances d’un point de (E) et d’un point de (E,) : 
il suit de ce qu’on vient de dire quil y a un couple de points 
appartenant l'un a (E), autre 4 (E,) dont la distance est inférieure 
ou égale a la distance de deux points quelconques pris l'un dans 
(E), Vautre dans (E,). De méme, il y a un couple de points appar- 
tenant respectivement a (E) et 4 (E,) dont la distance est supérieure 
ou égale 4 la distance de deux points quelconques, pris l'un dans 
(E), l'autre dans (E,). Sil’on considére un seul ensemble clos (E), 
il ya dans cet ensemble deux points dont la distance est égale a 
Vécart de E (n° 282). 

Les notions, propositions et démonstrations qui précedent sub— 
sistent évidemment quand on considére des distances réduites au 
lieu des distances vraics. 

On n’a défini la distance d’un pomt A dun ensemble que pour 
un ensemble clos et, par conséquent, borné. Mais la définition 
sétend 4un ensemble (E), méme non borné, qui contient ses points 
d’accumulation. Dans cet ensemble il existe toujours un point M 
tel que la distance du poimt A au point M soit inférieure ou égale 
4 la distance du point A 4 n'importe quel point de ensemble et la 
distance du point A au point M est, par définition la distance du 
point A 4 Vensemble (E). L’existence du point M s’apercoit immé- 
diatement en imaginant un cercle de centre A qui contienne quel— 
que point de (FE): on reconnait sans peine que l’ensemble des 
points de (E) qui appartiennent au cercle est fini ou clos, etc. 

La distance d’un ensemble clos (E) 4-un ensemble non borné (F,), 
qui contient ses points d’accumulation se définit d'une facgon ana- 
logue ; mais si les deux ensembles (E), (E,), tout en contenant leurs 
points d’accumulation, ne sont bornés ni l'un, ni l'autre, on ne 
peut pas aflirmer l’existence de deux points appartenant, Yun 4 FE), 
Yautre & (E,) tels que leur distance soit inférieure ou égale a la dis- 


160 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


tance de deux points quelconques, pris l'un dans (E), Vautre dans 


(E,). 


286. — Dans le présent numéro, je représenterai habituelle- 
ment un point par une seule lettre et la distance de deux points 
P, Q par le symbole |P — Q} ou |Q — Pj. 


Les fonctions de point, ou de deux variables a, y, dont j'ai parlé 


jusqu’ici étaient des fonctions numériques. Une généralisation 
toute naturelle consiste 4 considérer un point B comme fonction 
dun point A; cela revient 4 considérer a la fois deux fonctions 
des coordonnées a, y du point A, fonctions qui seraient les co- 
ordonnées du point B. On peut encore présenter les choses comme 
isuith: 

Soit (b) un ensemble de points ; je réserverai la lettre majus- 
cule A, affectée ou non d'indices ou d’accents, pour désigner les 
points de cet ensemble. Supposons qu’a chaque point A de (.b 
corresponde un point B, que j’appellerai l’7mage du point A. 
J’emploierai la lettre B, affectée des mémes marques que A pour 
désigner le point correspondant ainsi 4 A. Les points B, images 
des points de (.b), forment un ensemble (®). En disant que le point 
B est une fonction (A) du point A, déterminée dans l'ensemble 
(Jb), on emploie un langage pareil 4 celui qu’on a expliqué au 
n° 148. 

La fonction ¢(A) est dite bornée si l'ensemble (®) est contenu 
dans un cercle ayant son centre a l’origine. 

Soit aun point d’accumulation de (4), qui peut d’ailleurs ap— 
partenir ou non a (b). Si la fonction g(A) est bornée, on a une 
proposition analogue 4 celle du n° 457 et qui se démontre de 
méme : il existe un ensemble clos ou fini de points aux environs 
desquels s’accumulent les images de points A voisins de’a. 

Soient en effets un nombre positif quelconque, (2) l'ensemble 
des points A quisont & une distance du point a inférieure a ¢, 
et ®(<) ensemble des points B images des points de .b (¢), L’en- 
semble ®(¢) est borné ; il existe (contient des points) quelque petit 
que soit ¢; il contient l'ensemble ®(¢') si lon ae > ¢! 3 il y a donc 
au moins un point b qui appartient a tous les ensembles Be) ou 
qui est pour chacun d’eux un point d’accumulation : Je désigne- 
rai par %. l'ensemble des points b qui appartiennent & tous les 
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ensembles ®(¢) ou qui sont pour chacun d’eux point d’accumula- 
tion. C’est l’ensemble dont il vient d’étre question : chacun de ses 
points 6, jouit de la propriété suivante : quels que soient les 
nombres positifs ~, (, il existe un point A tel que l'on ait 


[A—al<x, |B—b} = 


e(A) — 6 <8; 


aucun point pris en dehors de l'ensemble ®, ne jouit de cette pro- 
priclé. La proposition précédente n’exige évidemment pas que la 
fonction @(A) soit bornée dans tout ensemble (.b), mais seule- 
ment aux environs du point d’accumulation a, c’est-d-dire dans 
Vensemble (.b’) des points de (.b) qui sont & une distance de a 
moindre que tel nombre positif donné que l’on voudra. me 

Si le point d’accumulation a est un point A, de (Jb), on dit que 
la fonction o(A) est continue en ce point Ao pour dire qu’a chaque 
nombre positif 4 on peut faire correspondre un nombre posilif % 
tel que ]’inégalité [A — A,| < & entraine linégalité |B —B,| <<, 
en désignant par B,, B les images des points Ay, A. Pour qu’il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que la fonction ¢(A) soit bornée aux 
environs du point A, et que l’ensemble fini ou clos %,,, dont on a 
donné la définition plus haut, se réduise au point B,. La démons- 
tration est analogue 4 la démonstration d'une proposition du méme 
genre que l’on a donnée au n° 457. 

Si l’ensemble (4) est clos, la fonction B = g(A) est dite conti- 
nue dans cet ensemble, lorsqu’elle est continue en chacun de ses 
points d’accumulation. Elle est alors bornée dans tout l'ensemble 
(%); de plus elle est wniformément continue; c’est-a-dire qua 
chaque nombre positif ( correspond un nombre positif ¢ tel que 
Vinégalité |A — A’| < @ entvaine toujours l’inégalité | B—B'| <<, 
quels que soient les points A, A’ de ensemble (.t), dont B et 
B’ sont les images. La démonstration du n° 462 se transpose en 


effet ici sans difficulté. 

Je vais maintenant faire sur l’ensemble (-b) et sur la fonction 
B = ¢(A) les suppositions suivantes : 

1° L’ensemble (.&) est clos. 

2° Les images de deux points distincts sont des points dislincts ; 
en d’autres termes la correspondance entre les deux ensembles (-) 
et (B) est parfaite. Cette supposition entraine les conclusions sul- 
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vantes : le point A peut étre regardé comme une fonction ®(B) 
du point B, déterminée dans l'ensemble (®), de méme que le point 
B est une fonction de A, déterminée dans l'ensemble (.b). Les 
fonctions B = ¢(A), A = ®(B) sont inverses Vune de lautre 
(n° 168). 

3° La fonction »(A) est continue dans |’ensemble (.b). 

L’ensemble (%), d’aprés ce qui précede, est borné; je vais mon- 
trer qu'il est clos et que la fonction ®(B) est continue dans cet 
ensemble. 

Observons d’abord qu'il résulte évidemment des hypotheses 
précédentes que l'image de tout point 4@’accumulation de (.& , point 
qui appartient 4 (Jb) puisque cet ensemble est clos, est un point 
de (®) et, de plus, un point d’accumulation de cet ensemble. 

Pour prouver que Vensemble (®) est clos, il faut prouver que 
tout point d’accumulation b de cet ensemble lui appartient. Or b 
étant un point d’accumulation de (%), il existe, comme on vient 
de le montrer, au moins un point a, tel que, quels que soient les 
nombres positifs «, (2, il y ait un point B pour lequel on a 


|B a b| aan 


A — a| = |®(B) — al <a; 


Vensemble (.b,) des points a qui jouissent de celte propriété est 
clos ou fini. Puisqu’il y a des points A de (.&) aussi voisins de a 
qu’on le veut, a est ou un point de (-b), ou un point d’accumula- 
tion de (.b) ; c’est toujours un point de (.b), puisque cet ensemble 
est clos. Pour me conformer aux notations expliquées plus haut, 
je désignerai ce point a par A, et je vais montrer que le point b 
nest autre que l'image By du point Ao ; en effet, d'une part, il ya 
des points correspondants A, B qui sont respectivement aussi voi- 
sins qu’on le veut de a (ou Ay) et de b; d’autre part, en vertu de 
la continuité de la fonction ¢(A), image de A est aussi voisine 
qu’on le veut de B,, pourvu que A soit suffisamment voisin de A, : 
ces deux affirmations ne peuvent coexister que si le point b coin- 
cide avec By. D’une part, il est prouvé que le point b appartient & 
ensemble (%) : cet ensemble est clos. D'autre part, il est prouvé 
que l'ensemble (.b,) se réduit au point Aj; donc la fonction  (B) 
est continue au point d’accumulation b (ou B,); comme le raison- 
nement s’applique & tous les points d’accumulation de l'ensemble 
(®), la fonction A — ®(B) est continue dans cet ensemble. 


CHAPITRE IX, — LANGAGE GEOMETRIQUE 16g 


Pour exprimer alors les propriétés de la correspondance entre les 
deux ensembles (.b) et (®), je dirat que cette correspondance est 
parfaite et continue. 

La proposition qu’on vient d’établir s’applique évidemment 
lorsque l'ensemble (.4) est un ensemble de points situés sur l’axe 
des a; en d’autres termes, elle s’applique aux fonctions d’une va- 
riable : & ce titre elle compléte ce qui a été dit aux n®* 168 et 169, 
dont il convient de la rapprocher. 

Dans le cas ot l’ensemble (We) est un ensemble parfait, les autres 
conditions étant toujours vérifiées, il en est évidemment de méme 
de l'ensemble (®). On peut supposer, par exemple, que l’ensemble 
(Jb) soit un rectangle, dont chaque point A ou (a, y) est défini par 
les inégalités 


Uy l Ry Hy Sy Sy 


—— v bd 


et que chaque point correspondant B ou (X, Y) soit défini par les 
formules 


(1) X= f(x,y), Y= (2, y) 


ou f(x, y, g(x, y) sont des fonctions continues dans le rectangle 
(b), telles que l’on n’ait jamais a la fois, pour deux points distincts 
(x, y) et (x’, y') de ce rectangle 


feyn=fery) g@y=gey'): 


alors le rectangle (.&) aura pour image un ensemble parfait (®) et 
les équations (1) définiront, sans ambiguité, deux fonctions 


(2) 2@=F(X,Y) y=G(X,Y) 


continues dans l’ensemble parfait (®), fonctions dont les valeurs 
x, y seront toujours les coordonnées d’un point du rectangle (vb) 
et vérifieront les équations (1): 4 deux systemes distincts de va- 
deurs pour X\, Y correspondront des systemes distincts de valeurs 
pour x, y. 


287. — Un ensemble de points (E) étant défini, l'ensemble (E,) 
des points qui n’appartiennent pas a (E) est défini par la méme ; 
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on peut désigner ces deux ensembles (I), (Ey) sous le nom d’en— 
sembles complémentaires (*). 

Un point frontitre dun d’ensemble (E) est un point [qui peut 
dailleurs appartenir ou ne pas appartenir 4 (E)] tel que, a l’inté- 
rieur de tout cercle décrit de ce point comme centre, il y ait au 
moins un point appartenant & (E) et un point n’appartenant pas a 
(E), appartenant par conséquent a Vensemble comp]émentaire 
(E,); l'ensemble des points fronticres de E) est la frontitre (EF) de 
(E); cette frontiére est évidemment commune aux deux ensembles 
complémentaires (E) et (E,); un point isolé fait partie de la fron— 
titre de (E). Un point d’accumulation de (KE) fait aussi partie de la 
frontiére de (E.), sauf dans le cas ot il fait partie de (E) et of lon 
peut, de ce point d’accumulation comme centre, décrire un cercle 
tel que tous les points intérieurs a ce cercle appartiennent aussi 
a (I). 

Tout ensemble de points, autre que ensemble des points du 
plan, admet une frontiére : il n'y a lieu a démonstration, d’apreés 
ce qu’on vient de dire, que pour un ensemble E) qui n’admet pas 
de point isolé, et qui contient chacun de ses points d’accumulation 
ainsi que les points intévieurs 4 un cercle suffisamment petit, décrit 
de ce point d’accumulation comme centre. Soit, s'il est possible, A 
un point qui n’appartienne pas a un tel ensemble E). Puisque 
Vensemble (I) content ses points d’accumulation, il y a un point 
B appartenant 4 (E) et dont la distance au point A est égale ou 
inférieure & la distance du point A a n‘importe quel point de E 
on voit tout de suite que les points du segment de droite limité 
aux points A et B ne peuvent appartenir A (E), sauf le point (B) : 
cela est d'ailleurs impossible, puisque par hypothése on peut dé- 
crire du point B comme centre un cercle tel que tous les points 
intérieurs 4 ce cercle appariennent a (E). Un ensemble de points 
qui n’a pas de fronti¢re est done Vensemble des points du plan. 

Tout point d’accumulation de la fronuére I) d'un ensemble 
(E) apparlient nécessairement a cette fronticre. En effet, si, de ce 


(1) Cette définition peut sélendre : si (EZ) est contenu dans l'ensemble (C), 
Yensemble des points de (C) qui n’appartiennent pas a (E) peut étre regardé 
comme lensemble complémentaire de (E) par rapport & (CQ) : cet ensemb!e 
complémentaire n’existe que si les deux ensembles (E) et (C) ne sont pas iden- 
tiques. 
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point d’accumulation comme centre, on décrit un cercle quel- 
conque, il y aura, a lintérieur de ce cercle un point de (Ey; Detée 
dernier point comme centre décrivons un second cercle assez petit 
pour quil soit contenu tout entier & l'intérieur du premier : le 
second cercle, décrit d'un point frontiére comme centre, contien- 
dra au moins un point de (E) et un point n’appartenant pas a (E) ; 
il en sera de méme du premier cercle, dont le centre est donc un 
point! frontiére. Si (I*) est un ensemble borné, ce sera donc un 
ensemble clos ou fini. Il en sera ainsi, en particulier, quand l’en- 
semble (E) est lui-méme borné. Un ensemble clos contient sa 
frontiére. 

La distance 4 un ensemble clos (E) d’un point (A) qui ne fait pas 
partie de cet ensemble est égale a la distance de ce point a la fron- 
ticre (IF) de cet ensemble : soit, en effet, (B) le point de (EK) [ou l'un 
des points de (E)| dont la distance a A est la plus petite possible ; 
les points du segment de droite dont les extrémités sont A et B ne 
peuvent, sauf B, appartenir a (E); il en résulte que B appartient & 
(F); d’ailleurs, puisque tous les points de (F) appartiennent a (E), 
il ne peut y avoir, dans (I*), un point plus rapproché de A que le 
point B. 


288. — Considérons deux points (x,, yo), (,, y:), puis deux 
fonctions ¢(f), ‘/) continues dans V’intervalle (¢), ¢,) et telles que 
Von ait 

(fy) = 2%, Y¥(h) =o PK) SM (4) =H. 


L’ensemble (T) des points [9(2), Y(4)], obtenus en donnant a ¢ 
toutes les valeurs qui appartiennent 4 J’intervalle (¢,, ¢,) est un 
ensemble parfait. 

Tout d’abord, en effet, cet ensemble est borné. On voit ensuite, 
4 cause de la continuité des fonctions ¢(¢), Y(t), que chacun de 
ses points est un point d’accumulation. Enfin, l’ensemble (T) n’a 
pas de point d’accumulation qui ne lui appartienne pas : en effet 


si (Z, (3) est un point quelconque, la fonction 


Vie@® —oP + [¥@) — BP, 
étant continue dans l’intervalle (¢,, ¢,) atteimt son minimum pour 
une valeur (' de ¢ appartenant 4 V'intervalle (/),/,) : si ce minimum 
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O n'est pas nul, il n’y a aucun point de (T) a Vintérieur du cercle 
décrit de (g, 6) comme centre avec un rayon égal a d; le point 
(a, £) ne peut étre un point d’accumulation de (T) que si ce mi— 
nimum est nul; le point (z, [) est alors Je point de (T) qui cor- 
respond 4 la valeur ¢’ du parametre. 

Je dirai que cet ensemble (T) relie (d'une facon continue) le 
point (xo, Yo) au point (a, y.) et je le désignerai comme un lien 
entre ces deux points. Si je ne le désigne pas sous le nom de 
courbe, c’est que ce dernier mot éveille dans notre esprit une 
image, relativement simple, qui est souvent tres différente de cet 
ensemble que l’on vient de définir, lequel peut étre d'une nature 
trés compliquée (‘). 

Supposons, pour fixer le langage, 4) < 4. Si l’on imagine que 
i croisse de t &¢,, on range par la-méme les points de (T) dans 
un certain ordre, les points qui correspondent 4 une valeur de ¢ 
étant regardés comme précédant ceux qui correspondent a une 
valeur plus grande. En faisant décroitre ¢ de & a f, on rangerait 
les points dans l’ordre inverse. On dira dans le premier cas que le 
lien est parcouru dans le sens qui correspond aux valeurs crois- 
santes de ¢; dans le second cas, qu'il est parcouru dans le sens qui 
correspond aux valeurs décroissantes de f. Un point du lien sera 
entre deux autres si la valeur de ¢ auquel il correspond est inter- 
médiaire aux valeurs de ¢ auxquelles correspondent les deux 
autres. 

Toutefois, quand on emploie ce langage, il ne faut pas oublier 
qu'un point du lien n'est spécifié que par la valeur de ¢ auquel il 
correspond ; il n’est pas nécessairement spécifié par ses deux coor- 
données x, y; rien n’empéche, en effet, dans la définition du lien, 
qu'un méme point «, y puisse étre obtenu pour deux valeurs dis- 
tinctes de la variable, les équations 


(1) ef) =—), vt) — vt) 


pouvant étre vérifiées par des nombres distincts ¢’, t’ qui appar- 
tiennent a l’intervalle (to, 41). Dans ces conditions, un méme point 
de (T) (un méme couple de nombres) peut se trouver avant ou 


(1) M. Prano a donné Vexemple d’un ensemble de celte nature, formé de 
tous les points qui appartiennent & un carré, 
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apres un point du lien qui coincide avec lui, avant et apres un 
autre point du lien. 

Le lien (T) est dit simple, lorsque deux points qui correspon- 
dent & deux valeurs distinctes de ¢, appartenant a lintervalle 
(to, t:) sont toujours distincts, lorsque, en d’autres termes, les 
équations (1) n’admettent pas de solution ot ¢’, ¢ soient des nom- 
bres distincts qui appartiennent & l’intervalle (do, t:). 

En d'autres termes encore, si le lien (T) est simple, il y a une 
correspondance parfaite entre les points de (T) et les nombres de 
Vintervalle (fo. t:), nombres que l’on peut, si l’on veut, regarder 
comme les points d’un segment porté par un axe. Les proposi- 
tions du n° 286 s’appliquent : un point A de (T) est une fonction 
continue de ¢, définie dans l’intervalle (t, t,) ; inversement ¢ est 
une fonction continue de A définie dans l’ensemble (T); on peut 
écrire tf = ®(a, y) en désignant par «x, y les coordonnées de A. 

Supposons que les deux équations 


iF (a), ¥s=9 (0), (ig = WS 0) 


ou f(w) et g(u) sont des fonctions continues de u dans lintervalle 
(WU, u,) définissent le méme lien simple (T) que les formules 


B= ryt), No OE), 


en sorte qu il y ait une correspondance parfaite entre Vensemble 
(T) et Vintervalle (w, ui), comme entre l’ensemble (T) et Vinter- 
valle (f, t:); il en résulte une correspondance parfaite entre les 
deux intervalles (u,, w:), (to, fi), étant entendu que ¢ et wu se cor— 
respondent s ils correspondent 4 un méme point de T; ¢ sera une 
fonction continue de u, définie dans l’intervalle (uy, wi), a savoir, 
en conservant les notations précédentes 


= P/F (a), g(n)] = hw), 


de méme u sera une fonction continue de ¢, définie dans l'inter- 
valle (t&, 41). La fonction t= h(u), par exemple, qui exprime ¢ 
au moyen de u, est nécessairement ou croissante dans tout l’in— 
tervalle (uo, uw), ou décroissante dans tout cet intervalle (n° 469). 
Dans le premier cas, f) correspond 4 w ; il correspond & u;, dans 
le second. Réciproquement, si dans les fonctions 9/1), Y(/) on 
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remplace f par une fonction h w définie-dans-l'intervalle (wo. u,), 
continue et croissante ou décroissante’, dans ce méme intervalle, 
et prenant, suivant les cas, les valeurs qui vont de &A% ou de 
t, & t quand w croft de uw & uw, il est clair que l'on aura des 
expressions de x, y en uw qui représenteront le méme lien simple 
que celui d’ou l'on est parti. 

Lorsque u croit de w & wm, le lien est parcouru, suivant les cas, 
dans le sens qui correspond aux valeurs croissantes de é, ou aux 
valeurs déeroissantes. 

Lorsqu’on dome un lien simple T) dont tous les points cor- 
respondent d'une fagon parfaite a lintervalle ‘@,. &). on définit 
sans ambiguité le sens dans lequel ce lien est parcouru en se don- 
nant deux points A, B de ce lien et en disant lequel de ces deux 
points doit étre regardé comme le premier. Les explications qui 
précedent montrent clairement qu’on peut toujours, en changeant 
au besoin la variable, s'arranger pour que le sens du parcours 
choisi corresponde aux valeurs croissantes de la variable. 

J’aurai souvent l'occasion, dans ce qui suit, de parler d'un lien 
defini par des formules telles que 


x= 9o(i). y= 8 (0. &S'= 4; 
il devra toujours étre sous-entendu que les fonctions o 2, Ue 
sont continues dans lintervalle ‘&, é,). 


289. — Si l'on se donne une suite de points Ao, Ai, ..., A, 
dont chacun est relié au suivant par un lien, on se donne, par 1a- 
méme, un lien qui relie le premier au dernier ; l'ensemble des 
points qui lui appartiennent n’est autre chose que l’ensemble des 
points qui appartiennent aux liens partiels. 

Il suffira, pour la démonstration, de considérer trois points 
(Ze, Yo), (Xt, Yr), (wa, ye). 

Supposons que les liens qui relient le point Xa, Ye au point 
<t1, Yet ce dernier point au point (2s, yz) soient définis par les 
formules 


r=). y=e & 


z—=o'(t), y= vir), i; 
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en sorte que l’on ait 


one (to), yo = y (to) 
ie P(t.) == 9! (ty), yr = 9 (1) = (4) 
ry = '(U), Yo = ¥' (tf). 


Soient maintenant 7%, op / trois nombres fixes quelconques, tels 
que l’on aita~ <6 <y. 

Définissons u comme une fonction de ¢ dans l’intervalle (tf, t:), 
comme une fonction de /’ dans lintervalle (f'5, :), par les for- 
mules 


2 Q 
g. , at 
wa et ot StS, 
ty — ty lo — th en, GE 
Q ay! 
ing ta neh BL, (eae 
“= -- 1 — t Sa ee 
an 5 bi; ae th t} = ——— ee 
qui donnent la méme valeur wu = ie pour veart, Ch fie (,; lors- 
que ¢ croitra de 4) a 4, u croitra de g a loys ned t croitra de 
(a ae 
52 t,, wcroitra de fay. 


Considérons maintenant deux fonctions de u, f'u) et g(u) dé- 
finies de la facon suivante dans V'intervalle (%, 7) : 

Pour les valeurs de wu qui apparliennent 4 Vintervalle (z, 5 AS 
leurs auxquelles correspondent des valeurs de ¢ appartenant a l’in- 
tervalle (/,. f;) on a 


t 


f@O= oo, ge) — 0s 


Pour les valeurs de wu qui appartiennent a lintervalle (8, ys 
/ x 
valeurs auxquelles correspondent des valeurs de f appartenant a 


Vintervalle i), ona 


0? 


{@=H=¢O,9@ = 4); 


ala valeur u = (2 correspondent a Ja fois la valeur ¢, de ¢ et la va 
leur ie de ('; mais les deux définitions fournissent les mémes va- 
leurs tant pour fu) que pour gu. 

Des lors, il est clair que le lien défini par les formules 


<a = 


e=f(u),y=g(, «Susp 


n'est autre chose que l’ensemble des points qui appartiennent aux 
deux liens donnés, qui reliaient le point %, yp au point x, y, et le 
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point 2, y, au point a, y2. [lest peine utile de dire que la con- 
tinuité des fonctions g(t), u(t), o'(t'), v'(t) entraine la conti- 
nuité des fonctions f(z), g (uw) dans l’intervalle (a, 7). 

290. — Un lien (T’) défini par les formules 


e=e(t),y=v), hSt<t 


est dit fermé, lorsque son origine coincide avec son extrémité ; on 
a alors 


© (lo) — 9 (t1), Y (lo) ae b(t): 


Dans ce cas, le lien relie.& lui-méme le point [9(t), U(to)|; on 
suppose d’ailleurs que le lien ne se réduit pas a ce point. 
Le lien fermé (T) sera dit simple, si les équations 


(j= (0), p(t’) = ¥(e’) 


non pas, dans ]’intervalle (4), ¢:), d’autre solution ot t’ soit diffé- 
rent de ?’ que la solution ! =, t/=t ou f?=h, =. Un 


lien fermé simple, n'est pas un lien simple, au sens du n° 288 ; 
par conséquent |’épithéte « fermé » ne doit jamais étre sous- 
entendue; au reste, si l’on veut appuyer sur la distinction, on 
pourra qualifier d’ouverts les liens simples définis au n° 288. 

Dans le cas d’un lien fermé, il est souvent commode, au leu 
de regarder les fonctions g(t), Y(t) comme définies seulement 
dans lintervalle (4, i,), de les regarder comme des fonctions pé- 
riodiques de /, la période étant » — t, — t. S’il s’agit d’un lien 
fermé simple, ces fonctions ne reprennent a la fois la méme valeur 
que si la différence des valeurs de ¢ est un multiple de w. De 
cette fagon, le point spécial qui est 4 la fois Vorigine et l’extré- 
mité du lien n’est pas spécific. 

On a déja fait remarquer qu’on pouvait établir une correspon- 
dance parfaite et continue entre les points d’un lien simple ouvert 
et les points d’un segment de droite. On peut, de méme, établir 
une correspondance parfaite et continue entre les points d’un lien 
fermé simple et les points d’un cercle. 

Considérons, sur le lien fermé simple (T), défini comme ona 
dit plus haut, deux points distincts A et B qui correspondent a 
deux valeurs %, (2 (# << (3) de ¢. Ces deux points décomposent le 
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lien fermé en deux liens simples ouverts, qui relient A a B. L’un 
de ces liens correspond aux valeurs de ¢ qui satisfont aux condi- 
tions ¢ = /=f et l'autre aux valeurs de ¢ qui satisfont soit aux 
conditions & = ¢<~«@, soit aux conditions 6 <t< 4h. 

Lorsqu’il s’agit d'un lien simple ouvert, on a vu qu'il suffisait, 
pour définir le sens dans lequel ce lien est parcouru, de spécifier 
lequel de ses deux points extrémes devait étre regardé comme l'ori- 
gine, lequel comme l’extrémité. 

Lorsqu'il s’agit d'un lien fermé simple, pour définir de méme 
le sens du parcours, on peut se donner deux points distincts A, B 
du lien, choisir l’un des liens partiels dans lequel le lien est décom- 
posé par ces points et dire que ce lien partiel (ouvert) est parcouru, 
par exemple de A vers B; il est alors sous-entendu que lautre 
lien partiel doit étre parcouru de B vers A. On peut aussi se 
donner, sur le lien fermé, trois points A, B, C et spécifier, par 
exemple, quils doivent se suivre dans l’ordre A, B, CG; les deux 
points A, B partagent encore le lien fermé en deux liens partiels 
ouverts, dont l’un contient le point C; celui des deux liens partiels 
qui ne contient pas le point C doit étre parcouru de A vers B et 
l’autre de B vers C, puis de C vers A. 

Ici encore, on peut toujours, en changeant au besoin la variable, 
s'arranger pour que le sens de parcours choisi corresponde aux 
valeurs croissantes de la variable. 

Si le lien (T) est fermé, a chaque nombre positif « correspond 
un nombre positif % tel que la distance de deux points du lien soit 
surement moindre que & lorsque la différence entre les valeurs 
correspondantes de ¢ est moindre que /, ou lorsque les différences 
respectives entre l’une de ces valeurs et f, entre l'autre de ces 
valeurs et é;, sont moindres que 6 en valeur absolue. Si le lien est 
fermé et simple, 4 chaque nombre posilif ¢ correspond un nombre 
positif § tel que, lorsqu’on sait que la distance entre deux points 
du lien est moindre que ip on peut affirmer que la différence entre 
les valeurs correspondantes de / est moindre que & en valeur abso- 
lue, ou bien que les différences respectives entre l’une de ces 
valeurs et do, entre l’autre de ces valeurs et é; sont moindres que ~ 
en valeur absolue. Ces énoncés peuvent étre un peu simplifiés 
lorsqu’on regarde, comme on l’a expliqué plus haut, les fonctions 
g (t), y b comme péviodiques. 
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294. —Soit (E) un ensemble de points et (I) sa frontiére; soient 
A, et A, deux points dont le premier appartient a (E), dont le 
second ne lui appartient pas : sur tout lien qui relie le point Ay au 
point A,, il y a un point de la frontiere (F’). 

Supposons en effet que le lien (T), qui relie Ay & Ay soit défini 
par les formules 


c=o(), y=), bStsh 


et que Ao, Ay correspondent respectivement aux valeurs f, ¢, de ¢. 
Soit /’ une valeur de ¢appartenant a Vintervalle (4, 4,) et plus grande 
que t&. Si l’on ne peut choisir ¢’ de maniére que tous les points 
de (T) qui correspondent a des valeurs de / appartenant a Vinter— 
valle (¢, ¢’) soient contenus dans (E), c’est qu'il y a des points 
de (T) aussi voisins de Ap qu’on veut, qui n’appartiennent pas 
& (E); Ao, qui appartient a (E), est alors un point frontiére. 
Ecartons ce cas. 

Sil’on peut choisir /’ de maniére que tous les points de (T) qui 
correspondent & Vintervalle (, t’) appartiennent a (E), soit @ Ja 
borne supérieure de l'ensemble des nombres ¢' qui jouissent de cette 
propriété. Le nombre @ est au plus égal a %,. Le point P du lien, 
dont les coordonnées sont (5), v (9), est un point frontiere 
de (E). En effet, supposons d’abord @ inférieur df. Si 9’ est un 
nombre quelconque compris entre @ ct é&, il y a dans lintervalle 
(0, 0") quelque valeur de ¢ 4 laquelle correspond un point du lien 
qui n’appartient pas a (E); autrement @ ne serait pas la borne 
supérieure des nombres é’, borne qui serait au moins égale a 6’; 
puisque 9 peut étre pris aussi voisin qu'on veut de @, il y a des 
points, aussi voisins de P qu’on veut, qui n’appartiennent pas a(E); 
il y a aussi des points de (EH) qui sont aussi voisins de (P) qu’on 
le veut, a savoir les points du lien qui correspondent & des valeurs 
de ¢ plus petites que @ et suflisamment voisines de 9. P est donc, 
pour (EK), un point frontiére. 

Enfin, si 9 est égal a 4, le point P coincide avec A, qui 
n’appartient pas a (E); les points du lien qui correspondent A des 
valeurs de ¢, plus petites que 9 et aussi voisines de 9 qu’on le veut 
appartiennent & (EZ); P (ou A;), est un point frontidre de (E). 

Dans tous les cas, i y a, sur le lien (T) un point de Ja frontiére 
de (E), point qui peut d’ailleurs étre Ao ou Ay. 


yo 
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292. — Considérons le lien CT), défint par les formules 


9 
| 
-G 


,y=¥ bStSt. 


Soit @ une valeur du paramiétre / appartenant a Vintervalle (f, 1; ) 
et soient €, 4 les coordonnées du point correspondant que je dési- 
gnerai par P; je désignerai par M le point variable dont les coor- 
données &, y correspondent a la valeur ¢ du paramétre et par A un 
point fixe, de coordonnées a, b, qui n’appartienne point au lien : 
soit d la distance du point fixe A au lien, 

La mesure de l’angle (AP, AM) a été définie au n° 277; c’est un 
nombre «) déterminé a un multiple prés de 27 par les formules 
concordantes 


ou g, r désignent les distances 


e= V(E— a? + (n— DP, r=\V/(e —a) + (y — db» 


du point A aux points P, M, et ot les seconds membres sont évi- 
demment des fonctions continues de ¢ dans l’tntervalle (4, ¢,). 


On va montrer que cet angle peut ¢tre défini dans le méme 
intervalle comme une fonction continue de /, s’annulant pour 
t= 4: ces conditions, d’ailleurs, définissent enti¢trement la fonc- 
tion. 

Soit 6’ une valeur de ¢ appartenant a lintervalle ‘%, 4:) et assez 
voisine de 9 pour que la distance du point M au point P soit moin- 
dre que d/2 lorsque ¢ appartient a (9, 6’); om aura, pour ces va-- 
leurs de /, 


2 ~ 


SSS) QS COS LSI Oe 8 
, et r sont au moins égaux a 0; e -- r? est au moins égal 4 20”; 
linégalité précédente entraine donc cos » > 0; il y a done un 


. wT Tv 5 
angle »), compris entre — = et —, a savoir 
2) ae 


h (1) 


w == are sin h (1) ==are te — 


g(t) 
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qui vérifie les égalités (1); il s’annule pour / = @ : cet angle, ainsi 
défini dans l’intervalle (G, oa est la seule fonction continue de ¢ qui 
satifasse aux équations (1) et qui s’annule pour /= 9; car si une 
autre fonction Q satisfaisait aux mémes conditions, la dilférence 
Q —o serait aussi une fonction continue de ¢ dans l’intervalle 
(9, 9'); elle doit d’ailleurs étre un multiple de 27; ce serait donc 
une constante et celte constante serait nulle puisqu’elle est nulle 
pour f =o. 

Désignons par [9, |, la fonction de / définie dans lintervalle (9, 9’) 
par les conditions suivantes : elle vérifie les équations (1); elle est 
continue; elle s’annule pour ¢= 9. La fonction [9, 7], n'est définie 
que pour les valeurs de ¢ qui sont suffisamment voisines de @; afin 
d’atteindre des valeurs qui s’en éloignent, je supposerai qu’on 
intercale dans l’intervalle (f, é:) une suite de nombres croissants 
61, G2,..., 9 assez rapprochés pour que, si l’on considére l'un quel- 
conque des intervalles partiels (to, 01) (91, G),... (9, &), Pinter - 
valle (9, 9,41), par exemple, la distance des points ¢ et 9, du lien 
soit sirement moindre que 2 pourvu que la valeur de ¢ appar- 
tienne a l’intervalle [@,, @,.,|; je suppose enfin que @ soit l'un des 
nombres de la suite t, 9, 92,..., 41, le nombre 9, par exemple. Sif 
appartient a V’intervalle (Ce ean on définira l’'angle » par l'une 
ou l’autre des deux formules 


{oS [On Oa Sie (Ores, Or+el, iss + [6,, t| 
sh 


Jk? 
PES Nes ee aT ee ee Sie Fy)) 
suivant que p est plus grand ou plus petit que n. 

La fonction de ¢ ainsi définie satisfait aux équations (1) ainsi 
quiil résulte du n° 278; elle est continue pour chaque valeur de f 
appartenant 4 lintervalle (f, ¢;) et par conséquence dans tout cet 
intervalle; le méme raisonnement qu'on a utilisé tout a Vheare 
montre qu'elle est la seule a satisfaire & ces conditions, je la dési- 
gnerai en général par la méme notation |9, ¢], qui a servi tout 
d’abord dans le cas ot ¢ était suffisamment voisin de @ : je la dési- 
gnerai encore comme étant langle (AP, AM) défini au moyen du 
lien (I). La seule partie du lien qui serve dans cette définition est 
celle qui va du point @ au point 1. 


Si le lecteur veut se reporter 4 ce que l’on a dit a la fin du 
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du n° 278 sur la définition sans ambiguité de la mesure d’un 
angle ayant pour sommet un point A, au moyen d’une demi- 
droite (A) qui part de ce point A, il reconnaitra sans peine, en se 
fondant toujours sur la continuité, que si l’intervalle (0. t) est tel 
qu'on puisse mener par le point A une demi-droite (A) qui n’ait 
aucun point commun avec la portion du lien qui correspond & cet 
intervalle, la valeur de [@, ¢], n’est autre chose que l’angle dont il 
faut faire tourner une demi-droite partant du point A pour l’ame- 
ner, sans rencontrer (A), de la position ot elle passe par le point P 
(ou G) du lien, 4 la position ot elle passe par le point M (ou 2). 
Cette propriété aurait pu servir de point de départ pour la défini- 
tion de [9, Z],. 

Remarquons encore que, si l’on considére une direction fixe AD, 
partant du point A et dailleurs quelconque, les remarques précé- 
cédentes permettent de définir sans ambiguité, langle (AD, AM) 
comme une fonction continue de ¢. On pourra par exemple, choi- 
sir arbitrairement l'une des déterminations de l’angle (AD, AP) 
et poser ensuite 


(AD, AM) = (AD, AP) + (8, ¢],. 


Il est clair que langle [@, ¢],, que l’on a regardé jusqu’ici sur- 
tout comme une fonction de ¢, est une fonction des deux variables 
9, t assujetties l'une et l’autre a appartenir 4 Vintervalle (4, ¢,). 
Cette fonction jouit des propriétés qu’expriment les égalités 


[9, ty, a [t, 0}, 


[6 fy, + (0, #), + 18, tf, = 03 


qui, lorsque les angles qui y figurent sont moindres que = en va- 
leur absolue, résultent de la définition de l’angle donnée au n° 277. 
Quand il n’en est pas ainsi, il suffira, pour les établir, de frac- 
tionner les interyalles. 

La relation [¢, '], = [@, t'], — [9 ¢], montre que la fonction 
[¢, |, des deux variables ¢, /, définies dans l’ensemble de ces va- 


riables qui satisfont aux conditions 


et = h, ns Se ie 
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est, dans cet ensemble, une fonction continue de ces deux va— 
riables. 

La fonction [9, /], dépend des coordonnées a, b du point A, que 
Yon a jusqu’ici regardées comme fixes, et on peut la considérer 
comme une fonction de ces coordonnées; mais il importe de re- 
marquer, 4 ce point de vue, que cette fonction de a, b n'est définie 
que si le point A n’appartient pas au lien, s'il n’y a pas de valeur 
de ¢ appartenant a l’intervalle (4, é:) pour laquel:v on ait a la fois 


a= el), b= (1). 


En reprenant les notations du début on voit tout de suite que 
g(t), h(t) sont des fonctions continues de a, b en un point qui 
n’appartient pas au lien (T), et il est bien aisé d’en conclure qu'il 
en est de méme de l’expression [@, ¢|, regardée comme une fonc- 
tion de a, b; on observera encore que si l’un des nombres a, b 
au moins est suffisamment grand en valeur absolue, la fonction 
(9, ¢], est certainement trés petite en valeur absolue; cela résulte, 
si lon veut, de Pégalité 


hrs (2) —2 (2) cos 0, a, $= (@— OF + ya)" 


ott le second membre, quels que soient les nombres 9, / apparte- 
nant & V'intervalle (d, f:), reste inférieur 4 un nombre positif fixe, 
tandis que g* est trés grand; l’égalité exige que le facteur qui mul- 
liplie p* soit trés petit; il faut pour cela que - et cos |@, ¢|, soient 
trés voisins de 1, et par suite que |9, {| soit trés voisin de 0, au 
moins lorsque ¢ est suflisamment voisin de @ pour qu’on sache que 
[9, 2], est en valeur absolue moindre que =; s'il en est autrement, 
intercalation de nombres convenables entre 9 et ¢ permet d’ache- 
ver la démonstration. 


293. — Lorsque l’ona 


en sorte que le lien (T) se réduise au vecteur qui va du point P, 
ou (», Yo) au point P, ou (a, y,), langle {d, d,], défini plus haut 
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n’est autre chose que la détermination principale (n° 278) de |’an- 
gle (AP,, AP,) sous lequel on voit le vecteur P, P, du point A; il 
est posilif ou négatif suivant que le point A est 4 gauche ou A 
droite du vecteur P, P, ; il n'est pas défini quand le point A appar- 
tient au vecteur P, P, ; il est nul quand le point A est sur la droite 
indéfinie qui passe par les deux points P,, P, mais non sur le vec- 
teur P, P,. Il est trés voisin de t ou de — = lorsque A est trés 
voisin du vecteur, mais non des points P, et P,. Si l’on remplace le 
vecteur par une coupure (n° 276) formée de deux vecteurs con- 
fondus en réalité, mais qu’on regarde comme distincts et comme 
constituant le bord gauche et le bord droit de la coupure, on peut 
attribuer & l’angle [/), t,], ou AP), AP,) la valeur x quand le point 
A est situé sur le bord gauche et la valeur — z quand il est sur le 
bord droit. L’angle (AP,, AP,) est alors défini pour tous les points 
A du plan, sauf pour les points P,, P,, pourvu que lon dise, 
lorsque A est sur le vecteur P, P,, entre P, et P,, s'il est situé sur 
le bord gauche ou sur le bord droit de la coupure. C’est manifes- 
tement une fonction continue du point A, pourvu que ce point ne 
soit pas sur la coupure. 


294. — Reprenons les notations du numéro 292 et les notations 
(9, ¢], , [9, ¢], qui désignent des fonctions parfaitement déterminées 
des variables 9, f quand on se 
donne le lien (T) et les deux points 
fixes A, B extérieurs au lien (T) ; 
M et P désigneront toujours les 
points de (T) qui correspondent 
aux valeurs ¢ et 9 du paramétre. 

Mon but est d’établir, en sup- 
posant que le lien (T) n’ait aucun 
point commun avec le vecteur AB, 
la relation 


(1) [9, t],, a [9, t\, é 
—- (MA, MB) — (PA, PB), Fig. 9. 


ou (MA, MB), (PA, PB) désignent respectivement les valeurs prin- 
cipales des angles dont les cétés sont MA et MB, PA et PB. 


Tannery IJ. — Introluction & la Théorie des fonctions 12 
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Il est tout d’abord aisé de reconnaitre que les deux membres de 
Végalité précédente ne peuvent différer que d'un multiple de 27; 
en effet les quantités [@, /|,, |9, /], ne sont autres que des détermi— 
nations spéciales des angles (BP, BM) et AP, AM), ou (PB, MB), 
et (PA, MA), puisque l’angle de deux directions est égal 4 l’angle 
des directions opposées ; or on a 


(PA, MB) = (PA, PB) + (PB, MB) 
= (PA, MA) + (MA, MB) (mod. 2=), 


d’ou résulte immédiatement 
(PB, MB) — (PA, MA) = (MA, MB) — (PA, PB) (mod. 2 =). 


Ceci posé, regardons 6 comme fixe et f comme variable; l’ex- 


pression 


[6, v], —[®, 4], — (MA, MB) + (PA, PB), 


ou il est entendu que (MA, MB, PA, PB) sont les déterminations 
principales des angles de méme nom, est une fonction continue de 
i, puisque le lien (T) n’a pas de point commun avec le vecteur 
AB; dun autre cété cette expression doit étre un multiple de 2 =, 
c’est donc une constante ; elle est nulle quand ¢ est égal 4 9, et que, 
par conséquent, le point M coincide avec le point P ; elle est done 


toujours nulle ; c’est ce qwil fallait établir. 


295. — Le cas ou le lien T est fermé, c’est-d-dire ob l'on a 


© (ty) iy Cas ¥ (Uo) = CAE 


mérite une attention particuliére ; la fonction |Z, ¢,|,, définie dans 
le n° 292, pour laquelle on suppose toujours que A est en dehors 
de (T), est un multiple de 2, puisque les deux points du lien ‘son 
origine el son extrémité , qui correspondent aux valeurs f, ¢, du 
paramétre, coincident. Ainsi, le lien 'T) étant donné, a chaque 
point A non situé sur ce lien, correspond un nombre entier, po- 
sitif, nul ou négatif. 
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Je désignerai ce nombre sous le nom d’ordre (') du point A rela- 
tifau lien (T). 

Puisque |/,, ¢, |, est une fonction continue de a, b aux environs 
d'un point qui n’appartient pas au lien (T), il en estde méme de n 
qui, aux environs de ce point, ne peut done que demeurer cons— 
tant. Quand, en particulier, le point ‘a, b) est trés éloigné, le nom- 
bre n doit étre trés voisin de 0, comme on l'a vu a la fin du n° 292; 
il est donc nul. Au reste, cette derniére conclusion résulte aussi de 
ce que, en vertu d'une remarque antérieure, le nombre les BM est 
nul toutes les fois qu'on peut regarder Je point A comme I’origine 
d'une demi-—droite qui n’a aucun point commun avec le lien fermé 
(T). L’ordre n du point A restera évidemment nul si ce point se 
déplace sur un lien qui n’ait aucun point commun avec (T). On 
prévoit que la considération de ce nombre entier permettra de dé- 
composer le plan en régions distinctes, ou il restera le méme et 
dans chacune desquelles ne se trouvera aucun point de (T) ; c’est ce 
qu'on élucidera un peu plus tard; j’aurai alors besoin des défini- 
tions et remarques qui suivent. 


296. — Considérons un lien T , ouvert ou fermé, défini par les 
formules 


e=¢(t)y=$t), StS. 


Je continuerai d’appeler M le point de ce lien dont les coordon- 
nées sont 9(t), Y(t). 

Je dirai que le lien (T) ¢raverse une droite (A) enun point C, si 
les deux conditions suivantes sont vérifiées. 

1° Pour une valeur & de la variable ¢, intérieure a l’intervalle 
(t,, t,), le point M est en C (sur A). 

2° Tl existe deux nombres 2’, 7" (¢’ << ~ <a’) appartenant a 
l'intervalle (t,, ¢,), tels que M soit d'un cété de (A) pour ¢ ci<e@ 
et de l’autre cété pour << i< a". 


(1) Cette expression a été introduite par M. L. D. Ames dans sa thése « An 
arithmetic treatment of some problems in Analysis silus» Baltimore, 1905. 
M. Ames a montré l’importance de cette notion; j’aurai d’ailleurs loccasion 
d’utiliser un peu plus loin son Mémoire, pour la démonstration d’un théoréme 
fondamental (n* 306,..., 309). Voir aussi Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheo . 
rie, t. I, ch. v. 
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Dans ce qui suit, je supposerai que le lien (T) est fermé/’ . 

Je désigne par (T,) la partie du lien (T) qui correspond aux va- 
leurs de ¢ appartenant a J’intervalle (¢’, @), par (T,) la partie res- 
tante, qui correspond aux valeurs de / appartenant aux intervalles 
CHC ic, i,). D’aprés les suppositions précédentes le lien par— 
tiel (T,) n’a pas d’autre point commun avec (A) que le point C, 


Je suppose en outre que le lien partiel (T,) ne passe pas par le 
point C, en d’autres termes ce point n’est pas un point double du 
lien (T) ; on sera stirement dans ce cas si le lien est simple. La dis- 
tance du point CG au lien partiel (T,) ne sera pas nulle; on pourra 
donc prendre deux points A, B sur la droite (4) situés, de part et 
d’autre de C, 4 une distance de C moindre que la distance de C a 

(T,) et on sera dés lors certain que le hen T,) n’a aucun point 
sur le vecteur AB. Je vais montrer que, sil en est ainsi, ona 


en prenant le signe +- lorsgue le lien traverse le vecteur AB de gau- 
che a droite, c’est-a-dire lorsque les points de ce lien qui corres- 


(1) La définition précédente semble exclure le cas, que je ne considérerai pas 
ici, ot le lien fermé traverserait la droite (A) au point qui est ala fois Porigine 
et Pextrémité du lien. Le lecteur apercevra sans peine les modifications qu'il 
conviendrait d’apporter au langage pour ne pas exclure ce cas, que l’on peut 
@ailleurs ramener au cas considéré par un changement de la wapale — On 
peut aussi regarder les fonctions o(t), Y(t) comme périodiques. I me parait 
inutile Cireiier sur ces détails. 
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pondent aux valeurs de / comprises entre g et ~ sont a gauche du 
vecteur et que les points du lien qui correspondent aux valeurs de ¢ 
comprises entre % et %’ sont & droite ; on prendra au contraire le 
signe — lorsque le lien traverse le vecteur de droite 4 gauche. 

Soit P la position du point M qui correspond aux valeurs J, ¢, 
du paramétre ; soient M’, M’ les points du lien qui correspondent 
a des valeurs 1’, U’ telles que l’on ait 


Obese ee el 


on aura, en employant les mémes notations qu’au n° 292 


BEA leper a Pa 

Le premier membre est un multiple de 22; dans le second 
membre, les termes qui figurent sur la seconde ligne sont aussi 
pelits qu’on veut pourvu que /’ et d’ soient suffisamment voisins de 
g;onadiailleurs, puisqu’il n’y a pas sur le vecteur AB de points 
du lien pour les valeurs de ¢ qui appartiennent aux intervalles 


‘Ving ae Cae ae 


[ty» “1, — [ty], = (M’A, M’B) — (PA, PB), 
(PA, PB) —(M’A, M’B); 


mi =} Tal j 
ib ? tile eal SD ty), 


| 


la somme des seconds menibtes est la différence 
(MA, M’B) — (M’A, M’B) 


des angles compris entre —7 et + 7 souslesquels on voit le vecteur 
AB des points M’, M’; or le premier de ces angles, dans l’hypo- 
thése ot l'on s'est placé est trés voisin de 7, le second est trés vol- 
sin de — 7; on a donc dans tous les cas, 


gti tev bly == eee 


_B L"0? 


le signe + correspondant au cas ou le point M’ est a gauche, le 
point M’ a droite du vecteur AB; le signe — correspond a l'autre 


cas. 
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Il suit de 14 que si par un point CG d'un lien fermé (T), point 
dont on suppose qu'il n’est oblenu que pour une seule valeur du 
paramétre, on peut mener une droite que le lien traverse, on peut 
trouver sur celle droite, aussi prés qu'on veut du point C, des 
points non situés sur le lien et dont les ordres different d’une unite : 
il est par conséquent impossible de relier ces points, par un lien 
qui n’ait aucun point commun avec \T). Dans le cas ot le lien 
fermé (T) est simple et ot l'on peut mener par chacun de ses 
points, sauf peut-étre pour un nombre fini de points, des droites 
qu il traverse, on voit qu’aux environs de chacun des points du 
lien se trouvent des points, non situés sur lui, dont les ordres rela- 
tifs au lien différent d'une unité. 

Lorsqu il s‘agit d’un lien fermé simple T), ordre d'un point 
non situé sur le lien (T) par rapport a ce lien ne dépend pas de 
Vorigine (confondue avec l’extrémité) du lien, mais seulement du 
sens de parcours. Si l’on définit ce sens de parcours, comme on 
Va expliqué au n° 290, en choisissant sur T deux points distincts 
A, B et Vun des liens partiels AB ainsi déterminés, lien partiel qui 
devra étre parcouru de A vers B, tandis que l’autre BA est par- 
couru de B vers A, on reconnait tout de suite, en supposant par 
exemple que le sens de parcours ainsi choisi corresponde aux va- 
leurs croissantes du paramcétre, que ordre, multiplié par 27, d'un 
point M non situé sur (T) est égal 4 la somme des deux angles 
(MA, MB), (MB, MA) définis, le premier par le lien partiel AB, 
le second par l'autre lien partiel BA. Lest clair, par la méme, que 
le nombre trouvé ne dépend pas des deux points A, B, pourvu que 
le sens de parcours reste le méme, et que ce nombre change de 
signe, sans changer de valeur absolue, si l'on change le sens du 
parcours. 


297. — Considérons deux points distincts A, B et trois liens 
simples (P), (Q), RK) dont chacun relie le point \ au point B et 
tels que deux d’entre cux n’aient pas de point commun, en 
dehors des points A et B; deux de ces liens constituent un lien 
fermé simple ; on forme ainsi trois liens fermés simples, que je 
désignerai respectivement par Q, R), (R, P), P,Q. 

Soit I un point quelconque, n’appartenant & aucun des liens 
(P), (Q), (R). Si Pon choisit sur les liens fermés (OQ, R)s| Bo Be 


‘ 


CHAPITRE IX. —— LANGAGE GEOMETRIQUE 183 


(P, Q) un sens de parcours convenable, les ordres respectifs du 
point I par rapport & ces liens fermés, seront, au facteur 27 pres, 
les sommes (IA, IB)) + (IB, IA),, (IA, IB), + (IB, IA)p, 
dA, IB» + IB, IA)g, ot (IA, IB a, par exemple, désigne l’angle 
(A, IB) défini au moyen du lien (Q) (n° 292). La somme des 
trois ordres est manifestement nulle, puisque l’on a 


(IA, IB)e + (IB, IA)p = 0. 


U est clair qu’en changeant les sens de parcours, on aurait pu 
s'arranger pour que l’un des ordres fut égal a la somme des deux 
autres. 


Wf. — CONTINUUMS. PROPOSITIONS D’ANALYSIS SITUS 


298. — Il importe d’avoir pour ics systemes de deux variables 
x, y une notion qui tienne le méme role que la notion d’intervalle 
pour une seule variable. 

Une telle notion, trop particuliere a la vérité, mais dont ona 
déja vu l’utilité est celle de ‘ensemble parfait formé par les points 
qui appartiennent a un rectangle (R); les propositions du n° 284 
sappliquent immédiatement et l'on congoit ce qu’est une fone- 
tion déterminée dans ce rectangle (en tous les points qui appar- 
tiennent 4 ce rectangle), une fonction continue dans ce rectangle, 
comment une telle fonction atteint sa borne supérieure et sa borne 
inférieure pour des points appartenant a ce rectangle (situés a 
Vintérieur ou sur le contour), comment on peut subdiviser ce rec- 
tangle R) en rectangles partiels assez petits pour que, dans chacun 
d’eux, |’écart de la fonction soit moindre que tel nombre qu’on 
voudra, etc... Au lieu d’un rectangle on peut considérer un cercle 
ou plutét ’ensemble des points qui appartiennent a un cercle : 
cest encore un ensemble parfait. Au lieu du cercle on pourra 
prendre une ellipse, ou plus généralement, une de ces courbes 
que lon sait définir analytiquement, ainsi que leur intérieur et 
leur extérieur. 

En opposition avec ces notions particuliéres, il convient de si- 
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gnaler une notion trés générale, qui est due 4 Weierstrass, celle de 
continuum. 

Un continuum est un ensemble (C) de points qui satisfait aux 
conditions suivantes : 

1° A chaque point A de l'ensemble (C) correspond un nombre 
positif @ tel que tous les points de (C) qui sont 4 une distance de 
A égale ou inférieure 4’ % appartiennent a (C). En d’autres termes 
chaque point de C) est le centre d’un cercle (ou d’un carré), tel 
que tous Jes points qui appartiennent au cercle ou au carré) 
appartiennent 4 (C). Aucun point de l’ensemble (C) n'est isolé. 

2° Deux points quelconques A et B de l'ensemble peuvent étre 
reliés par un lien (T) donc tous les points appartiennent a l’en- 
semble. On dit d’un tel lien qu il est intérieur a C_. 

Si l’ensemble (C) satisfait 4 ces deux conditions (s’il est un con- 
tinuum), on verra plus tard que le lien ‘T) peut toujours étre cons- 
titué par une ligne brisée. 

A cause de la condition 1°, un point fronticre du continuum 
(C) ne peut appartenir & ce continuum : un continuum n’est pas 
un ensemble clos. Un continuum ne contenant pas de point isolé, 
sa frontiére est formée de points d’accumulation du continuum, 
qui n’appartiennent pas 4 ce continuum. Un point P est un point 
frontiére de (C) lorsque tout cercle décrit de P comme centre con- 
tient des points de (C) et des points qui n’appartiennent pas a (C), 
ne ftit-ce que le seul point P ou d'autres points fronticres. Si la 
frontitre est bornée, si en particulier le continuum est borné, cette 
fronti¢re est un ensemble clos (n° 287), ou fini. 

Voici quelques exemples de continuums. 

Le plan est un continuum sans frontiere. On verra tout & lheure 
que c'est le seul continuum sans frontiére. 

Le plan, 4 l’exclusion de certains points A, B, CG, ... en nombre 
fini, est un continuum dont la frontiére est formée par ces points. 
Le plan, 4 lexclusion des points d'un segment AB, est un conti- 
nuum dont AB constitue la frontiére. 

L’ensemble de points intériewrs a un rectangle, ou a un triangle, 
ou & un trapeze, ou a un cercle, constitue un continuum dont la 
frontiére est formée par le contour du rectangle, ou du triangle, ou 
du trapéze, ou par la circonférence du cercle. L’ensemble clos des 
points qui appartiennent 4 un rectangle ou a un cercle n’est pas 
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un continuum. L’ensemble des points extérieurs 4 un cercle est un 
continuum. 

Si le cercle (A) est intévieur au cercle (B), l'ensemble des points 
extérieurs au cercle (A, et intérieurs au cercle (B) est un conti- 
nuum (C), dont la frontiére est formée par les circonférences des 
cercles (A) et B). L’ensemble des points qui n’appartiennent ni 
aC) nia sa frontiére n’est pas un continuum; il se compose de 
deux conlinuums, dont l’un est l'ensemble des points extérieurs a 
.A|, dont l’autre est l'ensemble des points intérieurs 4 (B . 


299. — Revenons au cas général. Soit (GC) un continuum et 
soient A,, A, lorigine et l’extrémité du lien ‘T, défini par les for- 
mules 


a See (3 as 


I 


Be 


Supposons que A, appartienne au continuum (C) et que A, ne 
lui appartienne pas. Il suffit de se reporter au n° 294 pour voir 
qu'il y a un nombre @ plus grand que (, et au plus égal a 4, tel 
que les points de T) qui correspondent aux valeurs de / apparte- 
nant a lintervalle (¢,, G) soient tous des points du continuum (C), 
a exception du point qui correspond a la valeur @, lequel est un 
point fronticre et, ainsi, n’appartient pas au continuum. 

kn particulier, tout vecteur A, A, partant d’un point A, du con- 
tinuum et aboutissant 4 un point A, qui n’appartient pas 4 ce con- 
tinuum contient un point de la frontiére, nécessairement situé 
entre A, et A,, sauf dans le cas oti A, est un point frontiére. 

Les points qui appartiennent 4 un continuum (C) sont dits 
intérieurs a ce continuum ; un point est extérieur 4 (C) s‘il n’ap- 
partient ni a (C) ni a sa frontiére. Un lien (T) est intérieur (ow 
extérieur) au continuum (C_, si tous ses points sont intérieurs (ou 
extérieurs) 4 ce continuum. 

L’ensemble des points extérieurs & un continuum (C), en suppo- 
sant qu'il y ait de tels points, satisfait a la condition 1°. 

Soit en effet A un point extérieur au continuum; la distance du 
point A ala frontiére (F) de (C) est un nombre positif oO; le cercle 
décrit du point A comme centre avec un rayon r < @' ne contient 
aucun point de la frontiére ni & son intérieur ni sur sa circon- 
férence ; il ne contient non plus aucun point B du continuum, car 
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alors le vecteur AB contiendrait un point frontiere. Mais, pour 
que l’ensemble des points extérieurs 4 un continuum soit lui-méme 
un continuum, il faut que la condition 2° soit vérifiée. 

Soit (C) un continuum et /F) sa frontitre; soit (C’) l’ensemble 
des points extérieurs 4 (C) et (F’) la frontiére de cet ensemble. 
L’ensemble (F) contient l’ensemble (fF); en effet un point de F’) 
ne peut appartenir & (C’), puisque Jes points suffisamment yoisins 
d'un point de (C’) appartienneni tous 4 (C’) ; un point de (F’) ne 
peut non plus appartenir 4 C) ; il appartient donc 4 /F). Mais tout 
point de (I) n’appartient pas nécessairement a Ff; un point P 
de (F) n’appartient pas 4 (F’) lorsqu’un cercle de centre P et de 
rayon suflisamment petit ne contient aucun point extérieur a (C); 
un tel cercle ne peut alors contenir que des points appartenant 
(C) ou a (F). 

Lorsqu’il existe de tels points P, on peut dire qu ils appar— 
tiennent a l'ensemble [F) — [) ; en Jes adjoignant au continuum 
(C), on forme un ensemble (C,) qui est encore un continuum ; en 
effet, on voit d’abord qu’il salisfait & la condition 1° tant pour les 
points de (C) que pour les points P de l'ensemble IF) — F’), 
puisque tous les points appartenant & un cercle de centre P et de 
rayon suffisamment pelt sont des points de (C,. D/ailleurs un 
tel cercle, puisque P est un point frontiére de (C), contient néces— 
sairement un point de (C), auquel P peut ¢tre relié par un vecteur 
dont tous les points appartiennent 4(C,) ; enfin deux points de (C) 
peuvent étre reliés par un lien intérieur 4 (C) et, par conséquent, a 
(C,) : la condition 2° est aussi vérifiée. Les points extérieurs & (C,) 
sont les mémes que les points extérieurs 4 (C); le continuum (C,) 


1 
et ensemble (C’) admettent F’) comme fronti¢re commune. 


300. — On a signalé plus haut des exemples de continuums trés 
simples ; je vais montrer comment on peut constituer d’autres 
continuums en partant de continuums donnés. 

Soient (C) et (C’) deux continuums, (F) et (F’) leurs frontiéres 
respectives. Si les deux continuums ont un point commun A, il 
est clair que tous les points qui appartiennent 4 un cercle décrit de 
A comme centre avec un rayon moindre que les distances de A & 
(F) et a (FP) sont aussi communs aux deux continuums (C), (C’) : 
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Yensemble des points communs aux deux continuums qui peuvent 
étre reliés 4 A par un lien intérieur a la fois A (CG) et A (C’) forme 
un continuum; soit G) ce continuum. Il peut d'ailleurs arriver 
que l'ensemble des points communs a (C) et & (C’) forme plusieurs 
continuums séparés. 

Supposons qu'un point B de (C) n’appartienne pas & (G); ce 
point, puisqu’il appartient 4 (C) comme A, peut étre relié & A par 
un lien intérieur 4 (C); ce lien ne peut étre aussi intérieur & (C’) 
puisque B n’appartient pas 4 (G) : il contient des points qui n’ap- 
partiennent pas & (C’) et le point A qui appartient a (C’); il con- 
tient donc un point de (F’); il y a au moins un point de (F’) qui 
appartient a (C). 

Si donc Je continuum (C) ne contient aucun point de Ja fron- 
tire du continuum (C’), il est contenu tout entier dans ce conli- 
nuum C’) ou lui est tout entier extérieur. On sera strement dans 
le premier cas, si les deux continuums ont un point commun. 

Remarquons en passant que si les continuums (C), (C’) sont 
tels que chacun d’eux ne contienne aucun point de la frontiére de 
Vautre, ils sont certainement extérieurs l’un & l'autre, 4 moins 
qu ils ne soient confondus. 

En supposant toujours que le point A appartienne A la fois aux 
deux continuums (CG), (C’), considérons maintenant l’ensemble (C’) 
des points qui appartiennent soit a (CG), soit A (C’); cet ensemble 
(C") constitue un continuum; en effet, la condition 1° est évi- 
demment vérifiée pour tous les points de (G"); il en est de méme 
de la condition 2°, puisque deux points de (C") peuvent étre reliés 
a A par des liens intérieurs soit & (C), soit a (C’); ces deux points 
peuvent done étre reliés entre eux par un licn dont tous les points 
appartiennent 4 (C"), 


304. — Siles deux continuums CG), (C’) n'ont pas de point 
commun, mais sils ont une partie de fronticre commune, on 
peut encore, sous certaines conditions, en déduire un continuum 
formé de tous les points appartenant soit & (C), soit a (C’), soit a 
la frontiére commune, a l'exception de deux de ces Miers points. 

Les conditions que je supposerai vérifiées par la partie commune 
de la fronti¢re, sont les suivantes : 
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1° Cette partie commune peut étre regardée comme un lien (T) 
défini par les formules 


Je désignerai par (‘T’) l'ensemble des points du lien T) autres que 
son origine A et son extrémité B, lesquelles correspondent aux 
valeurs @, (3 de U. 

2° Chaque point P de I’) peut ctre regardé comme centre d’un 
cercle (P) tel que tous les points qui lui appartiennent appar— 
liennent soit & (C), soit & (C’), soit A(T’). Puisque P est a la fois 
sur la frontiére de (C) et de (C’), tout cercle ayant pour centre le 
point P contient des points de (C\, des points de C’), des points 
de (T’); lhypothése est qu'il n’en content pas d’autres a son in- 
térieur, ou sur sa circonférence, pourvu que son rayon soit suffi 
samment petit; en particulier il ne doit pas, en dehors des points 
de l'ensemble (T’), contenir de points frontiéres de (C), ou de (C’), 
pas méme les points A, B qui, par suite, ne doivent correspondre 
a aucune valeur de /, intérieure 4 l'intervalle (g, 6 : 

D’ailleurs, en dehors de (T), les frontiéres de (C) et de (C’) 
peuvent avoir des points communs, ou des parties communes, 
dont je ne m’occupe point. 

Je vais montrer que, dans ces conditions, l’ensemble (E) des 
points qui appartiennent soit 4 C), soit & (C’), soit aT’) constitue 
un continuum; je dirai que ce continuum est obtenu on suppri- 
mant la frontiére commune. 

Tous les points qui appartiennent au cercle (P) appartiennent a 
ensemble (E) qu’on vient de définir. Que tous les points de l’en- 
semble (KE) vérifient la condition 1° du n° 298, c'est ce qui est 
évident. D’un autre coté, le cercle P) contient des points de (C) 
et de (C’), qui peuvent étre reli¢s l'un a n‘importe quel point 
de (C), l'autre 4 n’importe quel point de (C’) par des liens inté- 
rieurs 4 (CG) ou a (C’, qui, enfin, peuvent étre reliés & P par des 
vecteurs intérieurs & (P); deux points de (CG) ou de (C’), un de ces 
points et un point de (T’) peuvent donc étre reliés par un lien dont 
tous les points appartiennent 4 (E) : (E>) est un continuum. 

Un point K de la frontiére de (CG), ou de (C’), qui n’appartient 
pas a (T’) est un point frontiére de (E); car tout cercle décrit de K 
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comme centre contient le point Kk, qui n’appartient pas a (5), et 
contient des points de E). Un point quelconque de (T’) appar- 
tient 4 (E); un point extérieur 4 (C) et a (C’) est le centre d’un 
cercle tel qu’aucun des points qui lui appartienne n’appartienne 
ni a (C), nia (C’); il ne peut appartenir a la frontiére de (E) qui, 
ainsi, est formée de l'ensemble des points qui appartiennent a la 
frontitre de C), ou a la fronti¢re de ‘C’), sans appartenir a (T”), 
Les points A et B appartiennent & cette frontiére de (E). 

Placons-nous maintenant dans le cas ot les deux continuums 
‘Cet (C’) satisfaisant toujours aux conditions qui précédent, sont 
bornés, et ot leurs fronticres EF), (F’) sont constituées chacune 
par un lien fermé : ces liens seront définis par des formules telles 
que 


Je suppose enfin que le lien \T) qui. par hypothése, fait partie 
de (F) et de (F’) ne contienne pas les points dont les coordonnées 
s obtiennent en remplagant u par u, ou par u, dans f(u) et dans 
g(u) et ¢ par ft) ou par ¢, dans o(¢) et Y(t). C’est 1a dailleurs une 
supposition qui n’a rien d’essentiel et qu’on peut toujours réaliser 
par un changement de variable. Ce lien pourra alors étre défini 
par des formules telles que 


o=o(l), y= (i), at 8, (b<a<8< 4), 
ou 


a= fay guy, eet SHO (up ei ee a 


en supposant que chacun de ces systémes de formules fournisse le 
méme ensemble de points, et que l’on ait, en particulier 


o(a)—= f(y), (2) —=g(y), 
o(8)— f(s), (8) =9(@). 
D’aprés ce que l’on a dit plus haut, la frontiére de l’ensemble 


(E), obtenu par la suppression du lien (T), est le lien fermé 
constitué par les parties de (F’) qui correspondent aux valeurs de / 
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qui appartiennent aux intervalles (f), @), (B, i, et les portions 
de (F) qui correspondent aux valeurs de w qui appartiennent aux 
intervalles (u,, 7), (O,u,). En vertu des formules précédentes, ces 
quatre liens partiels se raccordent pour former un lien fermé, 
lequel sera évidemment simple si les frontiéres F , F’) sont elles- 
mémes des liens simples et si elles n’ont pas de points communs 
en dehors de l'ensemble (T). 

Les propositions qu’on vient d’établir permettent de constituer 
des continuums assez compliqués en juxtaposant des conunuums 
simples, des triangles, des rectangles, des trapézes... ; la frontiére 
d’un continuum ainsi formé, peut d’ailleurs se composer de 
plusieurs liens séparés. Le cas particulier qu’on vient d’examiner 
montre comment, en procédant ainsi, on peut s’arranger pour 
que les continuums successifs que l’on forme aient toujours pour 
frontiére un lien fermé, et méme un lien fermé simple. Les conti- 
nuums de cette nature ont un role important dans la théorie de 
certaines fonctions. 


302. — Soit (C) un continuum et F° sa frontiére; on peut 
concevoir qu'une fonction © soit déterminée ou définie pour chaque 
point appartenant a ce continuum; on peut dire alors que la 
fonction est déterminée ou définie dans le continuum. Une fonction 
définie dans le continuum (C) est définie aux environs de chaque 
point de ce continuum, c’est-a-dire dans un cercle de rayon suffi- 
samment petit décrit autour de ce point comme centre : il est donc 
permis de parler d'une fonction définie et continue en chaque 
point d'un continuum (C); on dira, si l’on veut, qu’elle est définie 
et continue dans le continuum (C); mais on ne peut affirmer d’une 
telle fonction qu'elle est uniformément continue dans le continuum, 
parce que ce continuum n’est pas un ensemble clos. Il est-d’ailleurs 
bien aisé de voir que la différence entre deux valeurs d’une fonction 
continue pour deux points d’un continuum peut rester supérieure, 
en valeur absolue, & un nombre fixe, lors méme que les deux 
points auxquels correspondent ces deux valeurs sont trés voisins, 
si ces deux points sont tres voisins de la frontiére. Voici un exemple 
simple. 

Considérons, comme & la fin du n° 278, un point fixe O et une 
demi-droite fixe (A) partant de ce point; soit (C) le continuum 
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obtenu en supprimant du plan les points qui appartiennent 4 la 
demi-droite (A), laquelle est évidemment la fronti¢re de (C). Soit 
maintenant (D) une autre demi-droite fixe partant encore du 
point Q, mais distincte de (A); soit enfin & le plus petit angle po- 
sitif dont il faut faire tourner une demi-droite autour du point O 
(dans le sens direct) pour l’amener de (D) sur (A). 

Si l'on considére un point quelconque M du continuum, ona 
défini langle dont il faut faire tourner une demi-droite, autour 
de O, pour l’amener de (D) sur OM, sans passer par (A); cet angle 
est compris entre ~ et — 27 + %; on voit tout de suite que c'est 
une fonction continue de M, en chaque point du continuum. Si 
M,, M,, sont deux points situés trés prés de (A), l'un a droite, 
l'autre & gauche, l’angle considéré, en M,, sera trés voisin de ¢; il 
sera tres voisin de — 27 + @en M,; la différence entre les deux 
angles est tres voisine de 27. Si, au contraire, les deux points 
M,, M, étaient trés voisins de (A), mais du méme cété de (A), les 
deux angles seraient trés voisins l'un de l'autre. 

On retrouve ici la notion de coupure, introduite au n° 276; 
considérons la demi-droite A comme double ; l’une des deux demi- 
droites, dont je dirai qu’elle est a gauche, élant regardée comme 
voisine des points situés 4 gauche de (A) et 4 une petite distance, 
Vautre dont je dirai qu'elle a droite, étant regardée comme voisine 
des points situés 4 droite de (A) et a une petite distance. Dans 
cet ordre didée, deux points situés pres de (A) ne doivent étre 
regardés comme voisins que s’ils sont d'un méme cété de (A). 

Avec cette convention, la fonction du point M dont il a été 
question plus haut, l’angle de (D) et de OM, peut étre défini dans 
tout le plan, sauf au point O; mais, si le point M est sur (A) on 
devra dire s’il se trouve sur le bord gauche ou sur le bord droit de 
la frontiére : en deux points, confondus en réalité, mais qu’on re- 
garde comme étant l’un sur le bord gauche, l'autre sur le bord 
droit, les valeurs de Ja fonction different de 27. 

Une fonction d’un point variable (ou de ses coordonnées) con- 
tinue pour tous les points d'un continuum, est uniformément 
continue dans tout ensemble clos contenu dans ce continuum 
(n° 284). 

Soit (C) un continuum borné et (F) sa frontiére. L’ensemble 
(CG) + (F) des points qui appartiennent soit au continuum, soit a 
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sa frontiére est un ensemble parfait. Une fonction continue pour 
tous les points de cet ensemble sera uniformément continue dans 
cet ensemble. 

Reprenons les notations employées dans le numéro précédent 
pour deux continuums bornés (C), (C’) qui n’ont pas de point 
commun, dont les frontiéres respectives (F), (F’) sont des liens 
fermés et admettent une partie commune, constituée par un 
lien (T) dont Vorigine et l’extrémité sont les points A et B, et qui 
satisfait aux conditions que ]’on a précisées. (T’) désigne toujours 
ensemble des points de (T) autres que A, B; (E) est le continuum 
qui résulte de la juxtaposition des deux continuums (C), (C’) et de 
la suppression de la frontitre commune (T’). Désignons enfin 
par (F,) la frontiére de (E), frontiére qui se compose des points 
de (F) et de (F’) qui n’appartiennent pas 4 (T’), et par (E,) Ven- 
semble parfait (EK) + (F,). 

Soient ©, o' des fonctions continues, l'une dans ensemble 
(C) + (F), Vautre dans l'ensemble (C’) + (F’), et supposons que 
Yon ait ¢ = pour n’importe quel point de (T). Il est clair que 
la fonction  définie comme étant égale a o dans (C),a g' dans ‘Gy 
4 g ou dg’ pour les différents points de (T’) sera continue en tout 
point de (E). 

Si les frontiéres (F), ( I’) n’ont pas de points communs en dehors 
de (T), il est clair que le méme procédé permet de construire une 
fonction continue dans (E,), égale 4 @ pour tous les points de 
(C) + (F), 4 pour tous les points de (C’) + (F’); mais il n’en 
sera plus de méme si les frontiéres | F), F’) ont des points communs 
en dehors de (T), car on n’a pas supposé qu’en un tel point les 
deux fonctions g et 9’ fussent égales. 

On est alors amené 4 dédoubler en quelque sorte des points 
de (F,) qui proviendraient d’un point commun a (F) et. d (E’) et 
n’appartenant pas a (T); on convient de garder le souvenir de la 
provenance de pareils points, que l’on regarde comme séparés si 
Yun provenait de (I*), et Pautre de (F’). La frontiére (F,) de (E) 
est ainsi remplacée par un autre ensemble (F,) dans lequel un 
méme point, un méme hen partiel, peuvent figurer deux fois; 
Je le répéte, ce point, ce lien partiel ne sont pas regardés comme 
les mémes suivant qu'ils proviennent de (F) ou de (F,). Dans 
Je cas ot (F)-et (I) sont des liens fermés simples, on peut, en 
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vertu de la méme fiction, regarder encore (F;) comme un lien 
fermé simple, dans lequel des valeurs différentes du paramétre 
fournissent des points qui, a la vérité coincident, mais qui sont 
essentiellement distincts, d’aprés leur provenance. Si P et P’ sont 
ainsi deux points coincidants provenant l'un de (F), l'autre de (F’), 
le premier est regardé comme voisin des points de (CG) qui sont a 
une petite distance de lui, mais non des points de (C’) que l’on ne 
pourrait atteindre, sans s‘éloigner de P, en suivant un lien continu 
intérieur & (E). De méme, P’ est regardé comme voisin des points 
de (C’) qui sont & une petite distance de lui, mais non des points 
de (C). De méme qu’on a remplacé la frontiére (F,) par la fron- 
tiére (F,), on remplace l’ensemble (E,) =(E) + (F,), par ]’en- 
semble (E,) = (E) + (F,), lequel contient alors sur sa frontiére 
des points qui coincident et que l’on regarde comme distincts, qui 
ne sont spécifics que, lorsque, apres avoir donné leurs coordonnées, 
on dit s’ils proviennent de (F) ou de (F’). 

Sans que j’insiste davantage, le lecteur voit s’étendre la notion 
de coupure et se rend compte du sens dans lequel il est permis de 
dire qu’une fonction est uniformément continue dans (E,), Les 
parties communes &(F) et a (i*’), en dehors de (T), constituent des 
coupures, dont un bord provient de (F), un autre bord de (E’); 
pres d'une coupure, les points voisins d’un méme bord pro- 
viennent, soit du continuum (QC), soit du continuum (C’) et cen’est 
que pour les points voisins d’un méme bord que les valeurs de la 
fonction different tres peu. 

Prenons encore pour exemple l’angle qu'une demi-droite fixe(D), 
partant d’un point fixe O, fait avec la demi-droite qui va de ce 
point O 4 un point variable M. Je suppose essentiellement que le 
point O est extérieur aux continuums (C) et (C’). 

Supposons qu'on puisse mener, a partir de O, une demi-droite 
(A) extérieure au continuum (C) et distincte de (D); on peut alors 
définir, pour tout point M appartenant a l'ensemble (C) + (F), 
Vangle de (D) et de OM, par le procédé qu’on a expliqué a la fin du 
n° 278; cet angle est une fonction continue du point M dans |’en- 
semble parfait (C) + (fF); il en sera de méme si on lui ajoute un 
multiple queleconque de 27; si donc M, est un point fixe quel - 
conque de (CG) + (F) et si l’on choisit arbitrairement l'une des 
valeurs @ de l’angle dont les deux cétés sont (O) et OMo, on 
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pourra définir une fonction ¢ de M. continue dans l'ensemble 
parfait (C) + (F), qui prendra la valeur ¢, quand M sera en M,, 
et qui sera toujours égale 4 la mesure de lun des angles dont les 
cdtés sont (D) et OM. Iin’ya d’ailleurs qu'une fonction qui joursse 
de cette propriété. 

Supposons maintenant qu'on puisse mener une demi-droite (A'), 
distincte de (D) et extérieure a ‘C"); on pourra encore définir, 
pour tout point M de (C’) + (1), Pangle de (D) et de OM, comme 
une fonction continue de M. Lorsque M appartient a (T), les deux 
angles définis, l'un dans (C) + (F), Vautre dans (C’) + (F’) ne 
peuvent différer que d’un multiple de 27, lequel, 4 cause de la 
continuité, reste évidemment le méme tout le long de T); en mo- 
difiant le second angle de ce multiple de 2, les deux angles seront 
égaux tout le long de (T), en sorte que l’angle de (D) et de OM 
pourra étre défint comme une fonction continue de M dans tout 
ensemble (E,) = (E) + (F,), 4 la condition de regarder au besoin 
la fronticre F: comme comportant des bords séparés. Cette fonction 
est définie sans ambiguité par la condition qu’on lui a imposée, 
d’étre égale a ¢) quand le point M coincide avec M). Hest clair qu’on 
pourrait continuer ainsi en considérant un troisiéme continuum 
(C") qui aurait une partie de frontitre commune avee (E,), ete... 

On peut former ainsi, par adjonclions successives, un conti- 
nuum tres compliqué, auquel le point O doit toujours étre exté— 
rieur, ayant toujours pour frontiére un lien fermé simple, ou méme 
un de ces liens fermés & bords distincts que l'on ne peut qualifier 
de simples que par fiction, L’angle de (D) et de OM se définira 
comme une fonction continue dans l’ensemble parfait obtenu en 
adjoignant la frontiére au continuum, fonction qui, en un point M,, 
se réduira 4 lune des valeurs arbitrairement choisie de l’angle 
dont les edtés sont (D) et OMo. En particulier, si lon fait coincider 
(D) et OM), , on pourra définir angle (My, M) de OM, et de OM 
comme une fonction continue de M dans l'ensemble parfait, 
fonction qui s'annule quand M coincide avec M,. 

On verra, 4 la fin du présent chapitre qu'une telle définition est 
toujours applicable 4 Pensemble parfait (C) +-(F) pourva que le 
point O n’appartienne pas 4 cet ensemble, que le continuum (C) 
soit borné et que sa frontiére (F) soit un lien fermé simple, 
soumis & certaines conditions. 
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Si on suppose les deux points M,, M reliés par un lien dont 
tous les points soient intérieurs au continuum, sauf peut-étre les 
extrémités M,, M qui peuvent appartenir A la frontiére, l’angle 
(My, M) tel qu’on vient de le définir, n’est autre chose que l’angle 
de OM, et de OM defini au moyen du lien (n° 292) : cet angle ne 
dépend pas du lien, tant que ce lien reste assujetti aux conditions 
qu’on vient de préciser. L’ordre du point O par rapport & un lien 
fermé quelconque intérieur au continuum est nul. Si M,, M,, M, 
sont trois points appartenant au continuum, on aura 


(Ma, M,) = (Mp, M,) ++ (M,,, M,). 


En effet les deux membres qui sont, dans tout je continuum, des 
fonctions continues des points Mo, M,,. M,, ne peuvent différer que 
d'un multiple de 27, qui est nul quand M, coincide avec M,. 


303. — Soit (T) un lien et soit d un nombre positif; je dési- 
gnerai sous le nom de voisinage V(d) du lien (T) l’ensemble des 
points tels que chacun soit intérieur a quelque cercle de rayon O 
dont le centre est un point de T. 

Cet ensemble est un continuum. Considérons, en effet, un 
point A satisfaisant 4 la condition précédente, c’est-a-dire intérieur 
4 un cercle (a) de rayon d et dont le centre a est situé sur (T) : Tout 
point appartenant 4 un cercle de centre A et intérieur au cercle (a) 
est intérieur A ce dernier cercle; la condition 1° du n° 298 est vé— 
rifiée. Remarquons, en passant, que le point A est a une distance 
de (T) inférieure 4 0. Soit maintenant B un autre point de V(A), 
et soit b le centre, situé sur (T), du cercle de rayon O auquel B 
est intérieur; on peut aller de AaB, par le lien formé en allant 
de A & aen ligne droite, dea a b sur (T), de b a B en ligne droite; 
tous les points du lien ainsi formé appartiennent & V(d); la con— 
dition 2° est vérifiée. 

Soit P un point quelconque, 0 sa distance 4 (T) et p un point 
de (T) qui soit 4 une distance de P égale 4 0. Si P est intérieur 
4 V(O), on a, d’aprés une observation antérieure, 0” <0. Réci- 
proquement si l’on a 0’ <0, le point P est intérieur 4 VO) puis— 
qu'il est intérieur 4 un cercle décrit de p comme centre avec un 
rayon compris entre @ et d. Si donc P n’appartient pas a V (0), 
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onad’ =: silona ) = 9, tout point, autre que P,, du vecteur 
qui va de P a p appartient 4 V(0); il y a des points de V(') aussi 
voisins que l’on veut du point P, lequel n’appartient pas 4 V(0) : P 
est alors un point frontiére de V ); si l’on a % > , il ne peut y 
avoir, dans un cercle décrit de P comme centre et de rayon 
moindre que 0’ — , de point dont la distance & (T) soit inférieure 
Ad: P est extérieur 4 V (0). 

Suivant que & est inférieur, égal, ou supérieur 4 0 le point P 
est intérieur & V( (2), sur la frontiére de V (*), extérieur a V (0). 

Il est clair que si l’on a o” >, l'ensemble V (0") contient l’en— 
semble V() et sa fronti¢re. Les frontiéres des continuums 
V(), V(o") n’ont aucun point commun. 

Il est 4 peine inutile de dire qu’on aurait pu définir un conti- 
nuum jouissant de propriétés analogues a celle du voisinage V (0) 
en considérant des distances réduites au lieu des distances vraies. 


304. — Considérons un continuum (C) et sa frontitre (F). Soit 
M ou (x, y) un point qui ne soit pas situé sur la frontiére; si on 
décrit du point M comme centre un cercle dont le rayon soit égal 
ala distance du point M 4 la frontiere, ce cercle ne convient 4 son 
intévieur que des points intérieurs, ou des points extérieurs, au 
continuum, suivant que M est intérieur, ou extérieur, au conti- 
nuum; sa circonférence contient au moins un point de la frontiére 
ces propriélés caractérisent éyidemment les cercles dont le rayon 
est égal a la distance du centre a la frontidére du continuum. 

Soient M, et M,, ou ‘wo, yo) et (a,, y,), deux points intérieurs au 
continuum : supposons-les reliés par un hen (T), intérieur d(C), 


défint par les formules 


II W/ 


soit d un nombre positif plus petit que la distance du lien (T) a la 
fronticre ff du continuum; considérons le voisinage V (0) 
lien ‘T), il est clair que ce continuum sera contenu dans CG). 

On peut relier le point M, au point M, par une ligne brisée, 
done tous les points appartiennent & V/d) et, par conséquent 


\ 


a (C), (l suflit dintercaler entre f), ¢, des nombres croissants 
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UU’, t", ... tels que les distances de deux points consécutifs du 
hen (T) qui correspondent aux nombres ¢), U', Ul’, ..., 4 soient 
moindres que d. Si l’on décrit de ces points comme centres des 
cercles de rayon 0, chacun de ces cercles contiendra le centre du 
cercle suivant; tous les poiuts qui apparliennent a la ligne brisée 
dont les éléments joignent les centres consécutifs appartiennent 
évidemment a V (0). 

On peut, d’ailleurs, s’arranger pour que la ligne brisée qui va 
du point (x, Yo) au point x,, y, ne se croise pas elle-méme : en 
effet, supposons d’abord que la ligne brisée soit construite comme 
onl’aexpliqué et que l’on donne les numéros 1, 2, ...5 Py 005 Jy vee P 
aux vecteurs successifs qui la composent : soit p le numéro du 
premier vecteur qui croise un vecteur ultérieur, le gi®™* par exemple 
(¢ >p +1): on limitera le pieme vecteur au point de croisement, 
et l’on continuera par un vecteur situé sur le g'*™e, en prenant le 
point de croisement pour origine : on aura supprimé, de la ligne 
brisée, la portion fermée qui ramenait au point de croisement. En 
continuant de la méme facon, on parviendra évidemment, au bout 
d'un nombre fini de suppressions, & une ligne brisée joignant les 
deux points (x,, y,) et (a,, y,) qui ne se croise pas elle-eméme. 


305. — Le lecteur reconnaitra sans peine comment est constitué le 
voisinage d'un segment de droite, d’un cercle, d'un arc de cercle, 
et quelle en est la frontiere. Je me bornerai a quelques indica— 
tions qu'il completera aisément sur le voisinage V (0) d’une ligne 
brisée simple, ouverte ou fermée, que je désignerai par (L), en 
supposant que 22 soit moindre que la distance de deux cdtés non 
consécutifs de (L). Je supposerai la ligne (L) parcourue dans un 
sens déterminé, de facon a pouvoir parler de la droite et de la 
gauche des vecteurs qui la composent et méme de ses angles 
(n° 277), le premier cté de chaque angle étant décrit en se rappro- 
chant du sommet, le second en s’en éloignant. 

La frontiére de V (0) est composée de vecteurs paralleles aux 
cOtés correspondants de (L) et d’arcs de cercles ayant pour centres 
respectifs Jes sommets de (L); elle constitue un ou deux liens 
simples et fermés, suivant que la ligne (L) est ouverte ou fermée. 

Dans Je premier cas, si on supprime de la frontiére les deux 
demi-cercles qui correspondent a lorigine et a l’extrémité de (L), 
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il reste deux liens simples ouverts dont on peut dire que l'un est a 
droite et l'autre & gauche de (L), parce que les éléments qui cons- 
tituent le premier lien, par exemple, sont & droite des angles 
correspondants de (L). 

Dans le second cas, on peut dire aussi, avec la méme significa— 
tion, que les deux liens fermés qui composent la frontiére de V od) 
sont l'un & droite, l'autre & gauche de la ligne polygonale (L) : je 
les désignerai comme étant la frontiére de droite et la frontiére de 
gauche. La ligne ‘L), qui fait partie de V(o), décompose ce con- 
tinuum en deux continuums, dont le premier, qui peut étre 
qualifié de voisinage de droite, a pour frontiére la frontiére de 
droite et L), dont le second, qui peut étre qualifié de voisinage de 
gauche a pour frontiére la frontiére de gauche et (L). Chacun 
d’eux est constitué, conformément aux explications données au 
n° 304 en juxtaposant une suite de trapézes et de secteurs circu- 
laires dont on supprime les cétés communs. Chaque trapéze a 
pour cétés paralléles un cété de (L) et le cdté correspondant de la 
frontiére de droite ou de gauche. Les secteurs circulaires corres— 
pondent aux arcs de cercle des frontiéres. Deux de ces éléments, 
trapézes ou secteurs, n’empiétent jamais l'un sur l'autre. 

On reconnait sans peine que, d'un point quelconque non situé 
sur (L), on peut mener un vecteur qui n’ait aucun point commun 
avec (L) et qui aboutisse 4 un point de la frontiére de V 2. 

La ligne (L), suivant qu’elle est ouverte ou fermée, se comporte 
d'une facon tres différente par. rapport 4 ensemble des points du 
plan. 

Dans le premier cas, on peut relier deux points quelconques du 
plan, non situés sur ‘L’, par un lien qui ne contienne aucun point 
de (L) : il suffira en effet d’aller de chacun de ces points 4 la fron- 
tiére de V 9) sans toucher L; la frontiére elle-méme relie les deux 
points auxquels on aboutit sur elle. 

En d'autres termes, l'ensemble des points du plan qui n’appar- 
tiennent pas 4 une ligne brisée simple et ouverte constitue un con- 
tinuum dont cette ligne brisée est la frontiére. 

Dans le second cas, ot la ligne brisée (L) est fermée, un point 
quelconque non situé sur (L) peut étre relié par un vecteur qui ne 
contient aucun point de (L), soit & la frontiére de droite V >). 
soit & la frontiére de gauche. ql est clair que tous les points qui 
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peuvent étre reliés ains! & une méme fronti¢re constituent dans 
leur ensemble un continuum. Les points du plan qui n’appar- 
tiennent pas 4 L) constituent donc au plus deux continuums ; 
quil y en ait deux distincts, c’est ce qui résulte clairement du 
n°’ 295. L’un de ces continuums contient les points du plan situés 
a une distance trés grande de la ligne fermée : il lui est extérieur. 
Kn traversant la ligne brisée on entre dans le continuum intérieur. 

Quand on se place au point de vue géométrique, on est tenté de 
regarder comme intuitives les deux propositions dont on vient 
d’esquisser une démonstration, qu'il serait trés aisé de présenter 
en employant un langage purement numérique. La facilité de cette 
démonstration tient a la facilité avec laquelle on reconnait la nature 
du voisinage Vo dune ligne brisée simple, et de sa frontiére, 
pour  suffisamment petit. Le lecteur ne peut manquer d’aperce- 
voir l’extension des propriétés préccdentes a des liens formés d’arcs 
de courbe suffisamment simples. 


306. — M. Jordan a démontré, d’un facon générale, que tout 
lien fermé simple (T), partageait de méme le plan en deux conti- 
nuums distincts, l'un extérieur a (T), l'autre intérieur. Je me 
contenterai de montrer, en adoptant la voie suivie par M. Ames('), 
que cette proposition est vraie quand le lien fermé simple peut 
étre décomposé en un nombre fini de liens partiels dont chacun est 
défini par des formules telles que 


In 


=f), fg a 


ou 


Ff penn) (y), Yo as yf es 


7 


Vi. 


f(x) et o/y) désignant des fonctions continues dans les intervalles 
considérés. 

Considérons un point M appartenant a l’un des liens partiels 
et qui n’en soit ni l’origine ni l’extrémilé ; on pourra mener par ce 
point un yecteur (paralléle 4 l'un ou l'autre des axes) qui traverse 
ce lien partiel; il n’aura pas, avec celui-ci, d’autre point comman 
que le point M; s’il est assez petit, plus petit par exemple que la 


(’) Voir la note du n°? 295. 


200 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


distance du point M aux autres liens partiels, il n’aura aucun point 
commun avec ces liens partiels; il n’aura pas d’autre point 
commun avec le lien fermé (T) que le point M. Ce lien (T) jouit 
donc (n° 296) de la propriété suivante : aux environs de chaque 
point du lien fermé, il y a des points dont les ordres, relatifs a ce 
lien, différent d’une unité. Comme tous les points qu'on peut 
relier 4 un point fixe sans rencontrer le lien fermé constituent un 
continuum, on voit que ce lien sépare le plan en deux continuums, 
au moins. 

Soit (CG) un continuum. Considérons le lien X), défini par les 
formules 


== [\a), tj ee 


je désignerai par Ky et K, Vorigine et l’extrémité de ce lien; les 
abscisses des points Ky et K, sont respectivement a et a. Je 
suppose que ce lien appartienne tout entier au continuum (C), 
sauf peut-ctre les points Ko, Ky qui peuvent appartenir a la fron— 
tire de (C). On va montrer que l'ensemble (C’) des points qui 
appartiennent & (C) sans appartenir 4X) constitue au plus deux 
continuums et que (C’) constitue un seul continuum lorsque Ko et 
K, ne sont pas tous les deux sur la frontiére de (C). 

L’ensemble (C’) satisfait évidemment & la premiére des condi- 
tions du n° 298, imposées 4 tout continuum : 

Je dirai d’un point A de (C’) qu'il est au-dessus ou au-dessous 
de (X) s'il satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° Son abscisse a appartient 4 Vintervalle (ap, a1); elle est toute- 
fois différente de wp si Ky appartient & la frontiére de C, de a, si K, 
appartient a cette fronticre. 

2° Tous les points du vecteur dont lorigine est le point [a, f-a)| 
et dont Vextrémité est A appartiennent 4 (C). 

Dans ces conditions, A est au-dessus ou au-dessous de (X) sui- 
vant que son ordonnée est plus grande ou plus petite que f(a). 

Lorsque tous les points de (X) appartiennent & (CG), il y a des 
points au-dessus et au-dessous de (X), dont l’abscisse est n’importe 
quel nombre appartenant 4 l’intervalle (a, a). 

Deux points A, A’ de (C) situés tous deux au-dessus de (X), ou 


tous deux au-dessous, peuvent étre reliés par un lien intérieur A (C) 
et ne rencontrant pas (X). 
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Soient en effet a et a’ (a’' > a) les abscisses des points A, A’ que 
je supposerai au-dessus de X). Soient A,, A) les points de (X) 
dont les abscisses sont a et a’. Choissons le nombre positif ¢ plus 
petit que la distance & la frontiére de (C) du lien défini par les 
formules 


y= =a a’, 


lien qui, par hypothése, appartient tout entier 4 (C), et dont Vori- 
gine et l’extrémité sont les points A,, Aj. On est certain qu au— 
cun point du lien (L) défini par les formules 


y = flay «, aera 


n’appartient & la frontiére de (C); d’ailleurs le lien (L) n’a évi- 
demment aucun point commun avec X); soient As et A; son 
‘origine et son extrémité, D’aprés 

la facon dont on a choisi g, il ne a 

peut y avoir aucun point de la 
frontiére sur le vecteur A,A,, non 
plus que sur le vecteur Aj Aj; ces 
vecteurs sont intérieurs a (C); il en 


A A Ky 
est de méme par hypothése, des 
vecteurs A,A, A‘A’ et, par consé- A’ 
quent, des vecteurs A.A, A; A’ : on AY 
Ky 


peut aller, sans atteindre la fron- x 
tiere, de A a A» par le vecteur AAo, 

de A, a A) par le lien (L), de A, a Fig. 11. 

A’ par le vecteur Aj A’; on est parti 

d’un point de (CG), on est resté dans (C). D’ailleurs le chemin 
décrit n’a manifestement aucun point commun & (X). 

Examinons le cas ot l’extrémité K, de (X) n’est pas sur la fron- 
tire de (C). Si de ce point K, comme centre, avec un rayon infé- 
rieur a la distance de K, a cette frontitre, on décrit un cercle, 
tous les points qui appartiennent a ce cercle appartiendront évi- 
demment a (C); la paralléle 4 l’axe des y menée par son centre 
partage le cercle en deux demi-cercles et le rencontre en deux 
points K/, KY situés, l'un au-dessous de (X), l’autre au—dessus ; 
le premier K/ peut étre relié, par un lien intérieur 4 (C) et n’attei- 
gnant pas (X), a mimporte quel point de (C) situé au-dessous 


202 INDRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


de (X); de méme K/, & tout point situé au-dessus. Le demi~ 
cercle situé A droite du diamétre K/ KY! relie d’ailleurs K/ a Ki 
Donc, dans ce cas, deux points de C), situés l'un au-dessus de (X), 
Vautre au-dessous, peuvent étre reliés par un lien intérieur a (C) 
et n’atteignant pas (X). Il est clair aussi que tout point (autre 
que K,) situé 4 Pintérieur du demi-cercle de droite, sur ce demi- 
cercle, ou son diamétre, peut étre relié de méme aux points de (C) 
situés au-dessus ou au-dessous de (X). Des conclusions toutes 
pareilles concerneraient le cas ot Ky n’appartiendrait pas a la fron- 
tiére de (C). 

Reprenons le cas général. (X) est intérieur 4 (C), sauf peut-étre 
les points extrémes Ko, Ky qui peuvent étre sur la frontiére. 

Soient A, B deux points fixes, arbitrairement choisis dans (C), 
lun au-dessus de (X), l’autre au-dessous. Soit P un point quel- 
conque de (C), non situé sur (X); je dis quil peut étre relié a lun 
des points A, B par un len intérieur A (C), qui n’atteigne 
pas (X). 

Puisque P et A appartiennent au continuum (C), il y a un 
lien (T’), intérieur 4 (C), défini par des formules telles que 


e=o(),y=o), tStSt, 


qui relic P & A; je suppose que le point P est l’origine du lien et 
correspond ainsi a la valeur ¢) du paramétre. 

Si (T) n’a pas de point commun avec (X), la proposition est 
vériliée. Supposons que (T) atteigne (X); il peut l’atteindre une 
infinité de fois, mais un raisonnement qui a été souvent employé, 
prouve l’existence d’un nombre m appartenant a Vintervalle (fo, ¢,), 
qui est la plus petite valeur de ¢ pour laquelle on obtienne un 
point M de | T) qui soit sur (X). Le lien partiel ('T’) défini par les 


formules 


r= o(l),y=¥(h), h$sStom 
est intérieur A (C) et n’a pas d’autre point sur (X) que son extré— 
mité M. L’abscisse ». de M appartient & lintervalle (a, 2); 
Haitlours, puisque M appartient a C), ne peut étre égal & a» que 
si Ky n’est pas sur la frontiére de (C), » ne peut étre égal a a que 
si K, n’est pas sur la méme frontiére. 
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Supposons Wabord a < p.< a. Décrivons un cercle du point M 
comme centre, avec un rayon inférieur a @, — 2, ap. — a et a la 
distance de M a la frontiére de C); tous les points intérieurs a cs 
-cercle et non situés sur ‘X) sont au-dessus, ou au-dessous, de (X} ; 
il en est ainsi pour n’importe quel point M’ de (T’), autre que M, 
et situé & Vintérieur du cercle; on peut aller de P 4 M’ puis de M’a 
A ou 4 B, suivant que M’ est au-dessus ou au-dessous de /X), par 
un lien intérieur & (C) et n’atteignant pas “X). 


A 


P 


Fig, 12. Fig. 13. 


Supposons que l’on ait . = «, ; le raisonnement serait le méme 
si l’on avait y=). Le point M coincide avec K, ; je rappelle qu’il 
nest pas sur la fronticre; on prendra alors le point M’ du lien (T’) 
arbitrairement dans le cercle décrit de kh, comme centre avec un 
rayon moindre que «; — a» et que la distance de h, a la frontiére 
de (C) ; ce cercle est divisé en deux par la droite 2 = a. Si M’ est 
dans le demi-cercle de gauche, il sera forcément au-dessus de (X) 
ou au-—dessous et le raisonnement précédent s’appliquera. Si M’ est 
sur le demi-cercle de droite ou sur le diamétre « = a, on pourra 
le rejoindre tant au point A qu’au point B, sans sortir de (C) et 


sans rencontrcr X. 

En résumé, l'ensemble des points P intérieurs 4 C) et non situés 
sur |X) constitue au plus deux continuums dont lun est l'ensemble 
du point A et de tous les points de (C) qui peuvent étre reliés A A 
sans sortir de (C) et sans atteindre (X_, dont l’autre est l'ensemble 
du point B et de tous les points de (CG, qui peuvent étre reliés 4 B 
sans sortiv de (C) et sans atteindre (X). Ces deux ensembles peu- 
vent ne pas ¢tre distincts ct ne former qu'un continuum; il en sera 


ainsi quand l'un des points Ko, Ki n’est pas sur la frontiére de (C). 


“3 
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Il en est encore ainsi toutes les fois que les deux ensembles ont un 
point commun. Lorsqu’on dira qu’en supprimant de (C) les points 
de (X) qui appartiennent & (C) il reste deux continuums, il faudra 
entendre que ces deux continuums sont distincts, quils n’ont pas 
de point commun; en d’aulres termes qu’ils sont extérieurs l'un a 
Pautre. 

La frontiére du continuum (C’), ou les frontieres des deux con— 
tinuums dans lesquels se décompose (C’), sont évidemment for— 
mées par les points de (X) et les points de la frontiére de C). Dans 
le second cas, (X) est une fronticre commune, puisque les points 
situés au-dessus de (X) appartiennent a l’un des continuums et que 
les points situés au-dessous appartiennent a l’autre. 

Il est manifeste que les conclusions seraient les mémes si le 
lien (X), au lieu d’étre défini par les formules 


a Pe), Nig ee, 


était défini par des formules telles que 


v= fly), io = i 


© 


J’aurai souvent 4 parler de liens définis par des formules telles que 
les précédentes, d’une sorte ou de l'autre; je les désignerai sous 
le nom de liens élémentaires du type 4 et je désignerai sous le nom 
de lien du type 6 un lien simple, ouvert ou fermé, qui puisse se 
décomposer en une suite limitée de liens élémentaires du type .d. 
L’extrémité de chacun de ces liens élémentaires coincide avec l’ori- 
gine du lien élémentaire suivant; si le lien est fermé, lextrémité 
de dernier lien élémentaire coincide avec Vorigine du premier lien 
élémentaire ; deux des liens élémentaires n’ont pas de points com- 
muns, en dehors de ceux qu'on vient de spécifier; cela résulte 
de ce que, par hypothése, le lien total, ouvert ou fermé, est 
simple. 

Un point ordinaire d'un hen du type sb est un point qui n’est ni 
Vorigine ni lextrémité d’un des liens élementaires qui le compo- 
sent, en sorte qu'on puisse sirement mener par ce point un vecteur, 
paralléle 4 l'un des axes, que le lien traverse (n° 296). Pour qu’un 
hen défini par les formules 


pig (t).) fy, ot 8, 
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soit composé d’un nombre fini de liens élémentaires du type Jb, il 
faut et il suffit que l’intervalle (¢, 6) puisse étre décomposé en un 
nombre fini d’intervalles partiels tels que dans chacun l'une au 
moins des fonctions g(t), h(t) soit ou croissante ou décroissante. 

La condition est suffisante; si, en effet, dans l’intervalle (¢’, 6") 
Ja fonction g(t), par exemple, est croissante, l’équation «= q (1) 
définira ¢ comme une fonction continue et croissante de « dans 
Vintervalle [g(z'), g (/’}] et la formule y = h(t) achévera de définir 
y comme une fonction continue de « dans le méme intervalle. 

En se reportant aux n° 468 et 169 le lecteur reconnaitra sans 
peine que la condition est nécessaire. 


307. — Considérons un lien du type v et soient (Xj), (2X),..., 
(X,,) la suite des liens élémentaires du type A qui le composent. Je 
supposerai d’abord que le lien soit ouvert. 

Le plan constitue un continuum sans frontiére. Quand on en 
supprime les points de (X,), il reste un continuum (Q,), dont la 
frontiére est (X,). Si, de ce nouveau continuum, on supprime les 
points de (X,) dont Vorigine, mais non |’extrémité, appartient a la 
frontiére de (C,), on aura un nouveau continuum (C;), dont la 
frontiére sera l'ensemble des points qui appartiennent a (Xj) et a 
(X2); en supprimant ensuite, successivement, les points de (Xs),..., 
de (X,,, on parviendra 4 un continuum (C,), dont la frontiére sera 
le lien considéré. Tout point du plan qui n’est pas sur ce lien 
appartient au continuum. 

Supposons maintenant que le lien soit fermé : c’est alors, puis— 
quil est simple, que l’extrémité de (X,,) coincide avec l’origine 
de X,. En supprimant du continuum C,_,, dont la frontiere est 
formée des points de (X,), (X2),... (X,_1), les points de (Xn), dont 
Vorigine et l’extrémité appartiennent a la frontiére de (C,_,), on 
peut former au plus deux continuums. On en forme effectivement 
deux : considérons en effet un yvecteur AB qui soit traversé par le 
lien en un point M et qui soit assez petit pour n’avoir aucun autre 
point commun avec le lien fermé que le point M; supposons que 
ce lien soit parcouru dans un certain sens; les points A et B, 
dont les ordres par rapport au lien fermé different d’une unité, ne 
peuvent appartenir au méme continuum. L’un des continuums 
s’étend 4 Vinfini; l’ordre des points 4 Vinfini étant nul, il en est de 
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méme de |’ordre d’un point quelconque du continuum ; ce conti— 
nuum est dit extérieur au lien fermé; |’autre continuuni sera dit 
inlérieur. 

En disant d’un point, d'un ensemble de points, quils sont inté- 
rieurs au lien fermé, on entend que ce point, que tous les points 
de cet ensemble, appartiennent au continuum intérieur au len; de 
méme, si tous les points d’un ensemble appartiennent au conti- 
nuum extérieur au lien, on dira que cet ensemble est extéricur au 
lien. 

Supposons que le point A soit intérieur et que le point B soit 
extérieur au lien : l’ordre du point B sera nul; l’ordre de A est 
+ I ou — 1 suivant que le vecteur AB est traversé de droite 4 
gauche ou de gauche 4 droite. Tous les points intérieurs ont le 
méme ordre; par conséquent, tous les vecteurs analogues a AB, 
qui vont d’un point intéricur a un point extéricur et qui sont tra- 
versés par le lien sans avoir plus d’un point commun avec lui sont 
traversés de la méme facon, de droite A gauche, par exemple, si 
Yordre des points intérieurs est + 1; on dit dans ce cas que le 
lien est parcouru dans le sens direct; il serait parcouru dans le 
sens indirect si ordre des points intérieurs était — 1, si tous les 
vecteurs analogues & AB étaient traversés de gauche a droite. 

Rappelons enfin qu’on ne peut passer par un hen continu d’un 
point du continuum intérieur & un point du continuum extérieur 
sans rencontrer leur fronticre commune (n° 294). 


308. —. leprenons la démonstration du théor¢me fondamental 
en partant, non plus du plan, mais d’un continuum (C), dont je 
désignerai la fronticre par (I). 

Dans le présent numéro |’) désignera un lien simple, ouvert 
ou fermé, du type -b, dont aucun point ne sera extérieur A (C), 
qui pourra étre tout entier intérieur & (C), qui pourra ayoir un 
point et un seul situé sur EF), ou méme comprendre un lien par- 
tiel dont tous les points apparticnnent a (I). tous les autres points 
étant intérieurs 4 (C). On exclut la supposition ob (F’) aurait deux 
points distincts A, B situés ser (I) et tels qu’on ne puisse pas 
aller de l'un & l'autre par un lien qui fasse partie a la fois de (F’) 
et de (F). On exclut aussi la supposition ot tous les points de (F’) 
appartiendraient a (I): ainsi, il doit y avoir quelque lien élémen- 
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taire du type -b qui fait partie de (F’) et qui est intérieur & (C): 
on peut donc mener un petit vecteur intérieur A (C) qui soit tra- 
versé par (F’). 

Ceci posé, la méme démonstration que dans le cas du plan 
montre que l'ensemble des points de (C) qui restent aprés la sup: 
pression des points de (I) qui appartiennent 4 (C) (et mon & sa 
fronti¢re) constitue un ou deux continuums. 

Quand le lien (I) est ouvert, i] reste un seul continaum dont 
la frontiére se compose évidemment des points de (F) et de (F’). 
Si, par exemple (C) est le voisinage V (d) du lien ouvert (f’), il ne 
‘reste qu'un continuum quand on supprime de V (0) les points de 
(F’): on peut donc relier par une ligne brisée qui n’atteint pas 
(F’) et dont tous les points sont 4 une distance de (F’) moindre 
que 0 deux points quelconques non situés sur (F’) et & une dis- 
tance de (F’) moindre que 0. 

Supposons maintenant, en revenant au cas d’un continuum 
quelconque (C), que (f’) soit fermé. Il suflit de considérer un pe- 
uit vecleur AB, intérieur a (C), traversé en M par (F’) et n’ayant 
pas d’autre point commun avec (I) que M, pour reconnaitre que 
les deux points A, B dont le premier est extérieur et le second in— 
térieur a (F’), ne peuvent appartenir a un méme continuum, quand 
on a supprimé de (C) les points de (F’) qui appartiennent a (C). 
Apres cette supression, il reste deux continuums dont l'un (CG, ) 
est l'ensemble des points [tous extérieurs 4 (F’)| que l’on peut re- 
lier & A par un len intérieur & (CG) qui matteint pas (I’), dont 
l'autre (C{) est ’ensemble des points |tous intérieurs a (F’)] que 
lon peut relier 4 B de la méme facon. (C,) est l'ensemble des 
points de (C) qui sont extérieurs a (I), (C/) est l'ensemble des 
points de (C) qui sont intérieurs 4 (EF). Tout point de (I) inté- 
rieur 4(C) est un point de la frontiére de (C,) et de la frontiere de 
(C;) ; cela est clair s'il s'agit d’un point ordinaire de (F’) et, puis- 
qu'une frontiére est un ensemble clos, cela reste vrai pour les 
points, en nombre fini, ou se raccordent deux liens élémentaires, 
puisque ces points peuvent étre regardés comme des points d’ac- 
cumulation de l'ensemble des points ordinaires. Les points de (I) 
sont des points frontiéres, soit pour (C,), soit pour (C{). Inverse- 
ment, tout point frontiére de (C,), ou de (C;), appartient soit a 


(F), soit a (F’). 
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Si, par exemple, (C) est le voisinage V (0) du lien fermé (F’), 
et si l’on supprime de ce voisinage les points de (F’), il restera 
deux continuums, dont I’un sera intérieur & (F’) et l'autre exté- 
rieur. 

Revenons au cas général. Le lien fermé (fF), qui sépare (C) en 
deux continuums (C,) et (C;), sépare aussi le plan en deux conti- 
nuums dont l’un (C’) est l'ensemble des points du plan qui sont 
intérieurs 4(F’) ; le continuum (C’) contient done C;); pour qu'il 
lui soit identique, il faut et il suflit qu’aucun point de (F) ne soit 
intérieur a (F’) ; cette condition, évidemment nécessaire, est sufli- 
sante. Si, en effet, on la suppose vérifiée, (C’) est contenu dans 
(C) ou est extérieur 4 (C) (n° 300); or la seconde supposition est 
inadmissible puisqu’il y a des points de (C) intérieurs 4 (C’); un 
point de (C’) appartenant 4 (C) et étant intérieur a (F’) appartient 
nécessairement a (C,) : les deux continuums (C’‘) et (C’) sont iden- 
tiques. Dans ce cas, la frontiére de (C;) est évidemment (F’), la 
frontiére de (C,) se compose de (F) et de (F’), lorsque (F) et (F’) 
n'ont pas de point commun ou ont un point commun et un seul. 

Au lieu du len (F’) assujetti aux conditions énumérées plus 
haut, considérons un len fermé (®), du type .-b, dont un point 
soit intérieur a (C) et qui ne conlienne a son intérieur aucun 
point de (F). On reconnaitra sans peine, comme tout & l’heure, 
que l’ensemble des points de (CG) qui sont intérieurs a (®) est 
identique au continuum intérieur & (@), c’est a-dire a l’ensemble 
des points du plan qui sontintérieurs a (®). Les points de (@) sont 
ou des points de (C), ou des points de (F). 

Reprenons le continuum (C): considérons maintenant n liens 
fermés (F’), (F”). ..., [F™], du type J, tous intérieurs a (C) et, 
par conséquent, sans point commun A la fronti¢re (F) de (C); 
supposons en outre que les n liens (I), (F"), ..., [F] soient ex- 
térieurs deux A deux les uns aux autres. Dans ces conditions, l’en- 
semble des points intérieurs 4 (C) et extérieurs a (F’), (F’), ..., 
[F™] constitue un continuum (C,,), comme on le voit en proce- 
dant de proche en proche: l'ensemble des points intérieurs & (C) 
et extérieurs a (I’) constitue un continuum (C,): l’ensemble des 
points intérieurs 4 (C,) et extérieurs a (F”) constitue un continuum 
(C,) que l’on peut tout aussi bien définir comme l'ensemble des 
points intérieurs a (C) et extérieurs & la fois (F’) et A(F”); etc... 
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Si aucun point de (F) n’est intérieur 4 (F’), (F"), ..., [F], 
on peut dire que ces n derniers liens décomposent (G) ¢ en n+ I 
continuums : A savoir, les n continuums COS (Cece 9s] GN" res 
pectivement intérieurs a (I’), (F”), ..., [F™] et le continuum (C,,) ; 
la fronti¢re de ce dernier continuum se compose de la frontiére 
(F) de (C) et des liens (F’), (F"), ..., [F@]. Tout point de (C) qui 

n’appartient & aucun des liens (Fy, (F"), ..., [FP] appartient 4 
Vun des n+ 1 continuums et a un eat ten, points de (C,.) 
peuvent ¢étre reliés par un lien (une ligne brisée, si l’on veut) qui 
soit tout entier intérieur a (C,); cela revient 4 dire que deux 
points quelconques du continuum (C), extéricurs aux liens fermés 
(F’), (F"), ..., [F™] peuvent étre reliés par un lien intérieur a (C) 
et n’ayant aucun point commun avec les liens (I), (F"). ..., [F™]. 
Il nous sera commode, un peu plus tard, d’avoir fait cette remar- 
que évidente. 


309. — Soient (I*) et (F’) deux liens fermés du type .b qui 
nont aucun point commun, ou qui n’ont qu'un point commun, 
ou encore qui ont un lien partiel commun, mais sans aucun point 
commun en dehors de ce lien partiel ; soient (C) et I’) les conti- 
nuums intérieur et extérieur 4 (F); soient (C’) et [’) les conti- 
nuums intérieur et extérieur a iw ‘a 

Remarquons d’abord que, en vertu des suppositions, chacun 
des liens (I’), (1*’), en faisant abstraction des points communs, s’1l 
y en a, est tout entier dans le continuum intérieur ou tout entier 
dans le continuum extérieur a Vautre. Placons-nous, en effet, 
dans le cas ot (F), I’) ont un lien partiel commun. La partie du 
lien (F"), par exemple, autre que ce lien partiel commun, ne peut 
pas contenir a la fois un point intérieur 4 (TF) et un point extérieur 
4 (F) sans contenir un point de (I), contrairement a l’hypothése. 

Les points de I’), non situés sur (I), sont donc tous intérieurs 
a (I), ou tous extérieurs 4 (F) ('). Dés lors, les propositions éta- 
‘lies au n° 308 s’appliquent immédiatement. 

I. Plagons-nous d’abord dans le cas ot Jes points de (I) non 
situés sur (F) sont tous intérieurs 4 (F). Il est aisé de voir que les 


(4) Si tous les points de (I’) appartenaient a (I), les deux liens (I), (I 
coincideraient, ainsi que les continuums (C) et (C’), (T) et (T’). 
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continuums [° et C’ sont extérieurs l'un a l'autre et sont respec- 
tivement inblvionin & | (E" et a (@). 

En effet, puisque r ne contient aucun point de F'), frontiere 
de (C’) comme de I”), T°) est extérieur 4 (C’) ou contenu dans 
(C’) ; il est extérieur 4 T’) ou contenu dans T’.. Or, T) ne peut 
étre contenu dans C’ dont tous les points sont a distance finie ; 
il ne peut étre extérieur 4 I, puisque T° et I” ont des points 
communs, & savoir les points trés élorgnés: T est done extérieur 
a (C’) et intérieur 4 F" ; au surplus, ces deux affirmations sont 
équivalentes. C’ étant extérieur & T° est forcément contenu 
dans (C°. 

Par des considérations analogues, et sans aucune peine, le lec- 
teur établira les conclusions relatives au second cas, que je me 
contente d’énoncer. 

Il. Lorsque les points de F’) non situés sur F sont tous ex- 
térieurs & F >, deux sous-cas sont possibles. 

1° (E") et (GC) sont exterieurs Tun a l'autre et sont respective— 
ment intérieurs A T) et & (C’. Ce cas n’est pas réellement distinct 
du cas I: seulement le réle des léttres accentuées et des lettres 
non accentuées est interverti. 

2° (I) contient C’, PF contient (C); C) et (C’) sont exté- 
rieurs l'un a l'autre. 

Que les deux cas puissent se présenter effectivement, il suflit 
pour s’en assurer de penser au cas ot F) et F” sont deux cercles. 

Remarquons encore que si l'on supprime du plan les points de 
F) etde F’ . il reste trois continuums. 

Dans le cas I, ces trois continuums sont : le continuum (C’ _ de 
frontiére F ; le continuum T, de frontiére (F); un continuum 
intérieur & C_ est extérieur 4 C’), qui nest autre que le conti-— 
nuum (C,) ensemble des pomts de (C) qui sont extérieurs a (F’ 
sa frontiére, lorsque F” est tout entier intérieur A C_ se compose 
des liens (F , F. Les circonstances sont analogues quand on se 
place dans le sous-cas 1° du cas II. Enfin dans le sous-cas 2° du 
méme cas II, les trois continuums sont le continuum CC), le conti- 
nuum (C’ et le continuum ensemble des points extérieurs 8 la fois 


x 


a F) eta F , dont ces deux liens constituent la frontiére. 


oy o 
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310. — Je vais maintenant étudier la figure formée par le lien 
fermé (F), du type A, et par un lien simple (T) du type Jb, qui 
joint) deux points Ko, K, de (F) et n’a aucun point commun 
avec (F) en dehors des points Ko et Ky, Je désignerai par (T’) ’en- 
semble des points du lien (T) autres que Ky et Ki; (T’) est tout 
entier intérieur soit au continuum (C) intérieur 4 (F), soit au 
continuum (T’) extérieur 4 (F). 

Les deux points Ko, K, partagent (F) en deux liens partiels que 
je désignerai par (®') et (®"). (@’) et (T) d’une part, (®") et (T) 
d’autre part, forment des liens fermés du type -b que je désignerai 
par (F") et (F"). Soient enfin (C’) et (C”) les continuums intérieurs 
a ces liens, (I) et (I) les continuums extérieurs. Placons-nous 
d’abord dans le cas ot: (T’) est tout entier intérieur 4(C). D’aprés ce 
que l'on a dit au n° 309, les continuums (C’) et (C”) sont intérieurs 
a (F); aucun de.ces continuums 
ne contient de point appartenant 
4 la frontiére de l’autre ; il faut 
done qu’ils soient extérieurs l'un a (o”) 
Vautre ou qu’ils soient identiques 
(n° 300) : cette derniere alterna- 
tive doit étre rejetée puisque les ms 
deux continuums n'ont pas la el 
méme frontiére. D’autre part, quand on supprime de (C) les 
points de (F’) qui appartiennent a (C), c’est-a-dire les points de 
(T’), il reste deux continuums dont l'un est (C’); en regar- 
dant ‘T’) comme appartenant 4 ‘F”), on voit qu’en supprimant (T” 


(1) Si Pon considére un point K de la frontiére d’un continuum, il n’est 
pas évident qu’on puisse le relier 4 un point quelconque du continuum par un 
lien intérieur au continuum, sauf son origine K : cela, toutefois, résulte 
immédiatement de Ja définition d’un continuum, si le point K peut étre 
regardé comme I’origine d’un pelit vecteur appartenant au continuum, sauf le 
point K lui-méme. Si, en particulier, la frontiére comporte un lien élémen- 
taire du type .b, tel que les vecteurs suffisamment petits et paralléles 4 l’axe 
des y, par exemple, qui sont traversés par ce lien sont ainsi divisés en deux 
parties dont lune est intérieure au continuum, tous les points du lien élémen- 
taire, sauf peut-étre son origine et son extrémité jouiront de la propriété consi- 
dérée. Tout les points ordinaires d’un len fermé (F) du type .4, jouissent de 
eette propriété. Deux de ces points peuvent étre reliés par une ligne brisée qui 
soit, sauf son origine et son extrémité, tout entiére intérieure & (F, ou tout 
entiére extérieure. 
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de (C), il doit rester deux continuums dont I’un est (C") : Puisque 
les deux continuums (C’) et (C") sont distincts, il faut bien que les 
deux continuums qui subsistent lorsqu’on supprime (T’) du conti- 
nuum (C) soient précisément (C’) et (C’"). 

Un point du plan qui n’appartient ni 4 (F) nia (T) peut n’appar- 
tenir & aucun des trois continuums (C), (C’), (C"); il appartient 
alors au continuum (I) extérieur 4 (I*); s’il appartient & l'un des 
trois continuums, il appartient 4 deux et 4 deux seulement. 

En pensant a un petit vecteur traversé soit par (®’), soit par (®"), 
soit par (T’), on reconnait immédiatement la vérité de la proposi- 
sition suivante : 

Un mobile qui décrit successivement les liens fermés (F’), (F") 
dans le sens direct, se trouve avoir décritele lien (F) dans le sens 
direct et, en plus, le lien ouvert (T) deux fois, une fois dans un 
sens, une fois dans le sens opposé. 


i 


(o”) (o) 


oe" 


Supposons maintenant que (T’) soit extérieur 4 (C) : puisque 
(C) ne contient aucun point de (F’), (C) est intérieur & (C’) ou 
extérieur a (C’). Les deux cas peuvent d’ailleurs se présenter. 

Les frontidres des deux continuums (C) et (C’) ont.en commun 
le lien (') : si le premier continuum est intérieur au second, le 
reste (@") de sa frontiére est aussi intéricur 4 (C’), sauf les points 
Ko et Ky, en sorte qu’on est ramené au cas que l’on vient d’exami- 
ner, si ce n’est que (I) remplace (I) et que (®") remplace (T) : 
le lien (®") partage (C’) en deux continuums (C) et (C’). 

Si (C) est extérieur 4 (C’), on est dans le cas, examiné au 
n° 304. de deux continuums, extérieurs l’un A l'autre, qui ont une 
portion de frontitre commune et dont la réunion (par la suppression 
de Ja frontiére commune), constitue le continuum (C"); sauf la 
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différence des notations, c’est encore la figure examinée en premier 
lieu. 

Au surplus, ces divers résultats se tirent sans peine de la propo— 
sition du n° 297 : les trois liens fermés (F), (F'), (F") sont consti- 
tués en prenant deux des liens (®'), (®"), (T) qui joignent K, et 
Ki : on peut toujours s’arranger, en choisissant convenablement 
les sens de parcours, pour que la somme des ordres d’un point 
quelconque par rapport 4 (F), (F’), (F”) soit nulle : on en conclut 
qu'un point doit étre extérieur aux trois liens ou & un seul de ces 
trois liens, etc. 


314. — Ona souvent 4 considérer des liens composés de liens 
élémentaires du type .b et formés d’un lien simple ouvert AB et 
dun lien fermé simple passant par le point B et auquel le lien AB 
est extérieur, sauf le point B. Je désignerai un tel lien sous le nom 
de /acet, le lien simple AB étant la dige et la courbe fermée la 
boucle du lacet. Sauf dans le cas ot la 
lige n’existe pas, parce que les points A 
et B sont confondus, un lacet n’est pas 4 
un lien du type .b puisque ce n’est pas 
un lien simple. Décrire le lacet, c’est 
décrire d’abord la tige AB, en allant de l’origine A vers l’extré- 
mité B, puis la boucle, puis la tige de B vers A. Suivant qu’on a 
décrit la boucle dans le sens direct ou dans le sens indirect, on 
dira qu’on a décrit le lacet dans le sens direct ou dans le sens 
indirect. 

Un point qui n’appartient pas au lacet lui est intérieur ou exté- 
rieur suivant qu'il est intérieur ou extérieur a la boucle. 

Si on considére un continuum (C) et un lacet dont tous les 
points appartiennent au continuum, sauf peut-étre Vorigine qui 
peut apparienir a la frontiére, et qu’on supprime de (C) tous les 
points du lacet (sauf l’origine lorsqu’elle appartient 4 la frontiére), 
il restera deux continuums. En effet, quand on supprime la tige 
(sauf peut-étre origine), il reste un continuum (C’); on est alors 
ramené au cas ot l’on supprime d’un continuum les points d’un 
lien fermé simple (la boucle) quia un point commun (l’extrémité 
de la tige) avec la frontiére. L’un des deux continuums est intérieur 
i la boucle, et autre extérieur. Le premier se confond avec l’en- 
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semble des points du plan intérieurs 4 la boucle si celle-ci ne 
contient & son intérieur aucun point de la frontiére de (C). 


312. — Considérons un lien fermé (F), du type Jt, le conti- 
nuum (C) intérieur a ce lien fermé et, comme 4 la fin du n° 308, 
n liens fermés (F’), (F"),..., [F™], du type -b, tous intérieurs 4 (F) 
et dont chacun est extérieur aux autres; Le continuum ((C,,), en- 
semble des points de (C) qui sont extérieurs 4 (F’), (F"),... [F™], a 
pour frontiére les liens (F), (F’), (F’),..., [F™]; pour abréger, Je 
désignerai cette frontiére par (H). Un mobile qui parcourt (F) 
dans le sens direct et (F’), (F"),..., [F@™], dans le sens indirect 
traverse de droite 4 gauche les vecteurs qui vont de lintérieur 
de (Cn) a Vextérieur et cela sur quelque partie de la frontiere que 
se trouve le mobile; pour cette raison, il convient de dire que le 
mobile considéré parcourt la frontiére (MH) dans le sens direct. 

Je désignerai sous le nom d’ordre d’un point non situé sur (HH), 
par rapport a (H), la somme des ordres de ce point par rapport 
aux liens (F), (F’),... |F] parcourus dans le sens qu’on vient de 
dire. I est clair que l’ordre, par rapport 4H), d’un point exté- 
rieur 4 (C) et, par conséquent aux n + 1 liens (F), (F’),..., [F@] 
est nul, puisque l’ordre de ce point par rapport 4 chacun de ces 
liens est nul; ordre par rapport & (H) d’un point intérieur  (F’) 
est encore nul, car il est la somme de l’ordre par rapport a (F) 
qui est égal 4 +- 1, de Vordre par rapport a (F’) qui est égal 4 — 1, 
des ordres par rapport 4 (F"), (F”),..., [F/™] qui sont tous nuls; 
on voit de méme que l’ordre par rapport 4 (H) d’un point inté- 
rieur &(C,) est égal 4 1. On voit done qu’en prenant les ordres 
par rapport 4 (TH), les choses se passent comme pour un lien 
fermé du type Jb : les points extérieurs & (Cn) ont un ordre nul, 
quils soient d’ailleurs extérieurs 4 (F) ou intérieurs & l'un des 
liens (F"), (F"),..., [F”]; les points intérieurs 4 (C,,) ont un ordre 
égal a 1. 

Je yeux maintenant montrer qu’on peut décomposer le conti- 
nuum (C,) en deux continuums, dont chacun est le continuum 
intérieur 4 un lien fermé du type b, et cela au moyen de n + 1 
liens du type .b, dont chacun, isolé des autres, est tout entier 
intérieur & (Cp), sauf son origine et son extrémité (*), le premier 


(') La figure est faite en supposant n = 2. 


‘ 


oO 
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ag iva dun point « de (F) & un point g’ de (F’), le second ('a’ 
dun point 7’ de (F’) & un point z' de (F"),..., le dernier 63 d’un 
point 6) de F™ & un point 6 de (F). Les points %, a’, f',.... 8 
peuvent étre pris arbitrairement sur les liens auxquels ils doivent 
appartenir, pourvu que ce soient des points ordinaires et que les 
deux points qui appartiennent 4 un méme lien soient distincts. 
Chacun des liens fermés (F), (F'), (F"),... est ainsi décomposé 
en deux liens partiels par le couple de points situés sur lui. Afin 
de distinguer ces deux liens partiels, imaginons que chaque lien 
fermé soit parcouru comme on |’a expliqué plus haut, en sorte 
que (I) soit parcouru dans le sens direct; soient () et (,) les 
deux parties de (I?) que le mobile parcourt la premiére de g a f, 
la seconde de f 4 ~; soient de méme (’) et (@/) les deux parties 


(®,) 


“a 


de (F’) que le mobile parcourt, la premiere de 7’ & 3’, la seconde 


de f' a a’; etc. 

J arrive 4 la démonstration qui montrera comment on satisfait 
aux diverses conditions imposées, une fois qu'on a choisi les 
points Z, Z',..., p comme on l’a expliqué. 

Partons du continuum (C). Il résulte d’abord des conditions 
imposées aux points 7%, %', [3', ...5 ( et de la remarque faite 4 la 
fin du n° 309 que l’on peut mener un lien de z a @ qui soit tout 
entier, sauf son*origine %, intérieur a C), qui n’ait pas de point 
commun avec ‘F’), saufz’, qui, enfin, n’ail aucun point commun 
avec (F”), (F”), ..., [F™]; le lien az’ peut étre regardé comme la 
tige d’un lacet L’) dont la boucle serait ‘F’) ; l'ensemble des 
points de (C) qui sont extérieurs a (L’) constitue un continuum 
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(G’) dont la fronti¢re est formée de (I) et de I’ : les liens (F"), 
Cees -» [FO] sont intérieurs 4 (G’); on ast mener un lien de 
3’ a a" qui soit tout entier, sauf son origine ‘es , iteérieur 4-(G’), 
qui n’ait pas de point commun avec (F") sauf gz, qui, enfin, n’ait 
aucun point commun avec (I"”), ..., [F”]. Le lien f'z" peut étre 
regardé comme la tige d’un lacet (L”) dont la boucle serait le lien 
‘F"); l'ensemble des points de (G’) qui sont extérieurs 4 (F") con— 
stitue un continuum (G") dont la frontiére est formée de (F) et 
des Jacets (L’), (L”). On peut continuer ainsi; on parvient a un 
continuum so dont la frontitre est formée de ‘F) et des lacets 
(L’), (L’), ..., [L™]; c’est l'ensemble des points de (C) qui sont 
extérieurs af (FY), (F"), ..., [F™] et qui ne sont pas sur les liens 
Lo, bia", Sia", .., B@— a™ 5 ou, si ]’on préfére, l'ensemble des 
points de (C,») qui ne sont pas sur ces derniers liens. 

Jusqu’a présent, tout en modifiant 4 chaque fois la fronti¢re du 
continuum, on n’obltenait jamais qu’un continuum ; seulement, 
& chaque fois, on diminuait le nombre de morceaux dont se com- 
posait la frontiére, en sorte que maintenant cette frontiére est, 
comme on dit, d’un seul tenant; pour la décrire, on peul, en par- 
tant par exemple du point ¢, décrire successivement © ©,), 
aa’, (0), Be", sin LOS [OM a Oe Oe. le) en 
formé ainsi n’est pas simple : Lae des liens partiels ag’, fia’, 
que l’on a introduits est décrit deux fois, une fois dans un sens, 
une fois dans l'autre; le reste se compose de la frontiére TH) du 
continuum (C), décrite dans le sens direct. Si, maintenant, on 
méne un lien intérieur 4 (G,), sauf son origine et son extrémité, 
qui joigne fi, & , on a achevé la décomposition : on va voir en 
effet que les points de (G,) qui Pe ae oo pas au lien /3,,/5, 
forment deux eo teeny (Gi), (Gj), : le premier est Je continuum 
intérieur au lien fermé du type Jb, dont la frontire (H’) se com- 
pose des liens partiels 


(b) Bei [Soll cole t (@.), alas 


le second est le continuum intérieur au lien fermé du type b, dont 
la frontiére (II") se compose des liens partiels 


a!, (®'), Bla’, ..., [O™], B~MB, (,). 


On voit d’abord, comme au n° 340, que ces deux continuums 


’ 


CHAPITRE IX. —— LANGAGE GEOMETRIQUE By 


(G,), (G,) sont tous deux intérieurs & (G,) et extérieurs l'un A 
autre. Il reste & montrer que tout point de (G,) qui n’appartient 
pas au lien 64 ou, ce qui revient au méme, tout point de (C,) 
qui n’appartient & aucun des liens az’, fg", ..., 66 appartient 
soit a (G,) soit 4 (G}). Cela résulte immédiatement de ce que l’or- 
dre d’un point quelconque par rapport & (H) est la somme des 
ordres du méme point par rapport aux liens fermés (H'), (I), le 
mouvement sur ces liens fermés correspondant a la succession des 
liens particls qui les composent, tels qu’ils sont énumérés plus 
haut : dans cette derni¢re somme, en effet, se retrouvent toutes 
les parties qui constituent l’ordre par rapport 4 (H), et en outre 
des parties relatives aux liens partiels qui se détruisent manifeste- 
ment. Ceci posé, si l’on considére un point de (Cx), la somme de 
ces ordres par rapport a (H’), (H") doit étre égale 4 1; ce qui sup- 
pose que l'un des deux ordres est 1 et l’autre o, c’est-a-dire que 
le point considéré est intérieur & l'un des liens, et extérieur a 
l'autre. 


313. — On avu au n° 340 comment, en partant du continuum 
‘C) intérieur a un lien fermé (I) du type Jb, on pouvait, au moyen 
d’un lien intérieur & ce continuum et joignant deux points de sa 
frontiére, le décomposer en deux continuums intérieurs eux- 
mémes a deux liens fermés du type 4: comment,en décrivant ces 
deux derniers liens dans le sens direct, on se trouvait avoir décrit 
la frontiére du premier continuum dans le sens direct et le lien 
intérieur deux fois, dans des sens opposés. On peut décomposer 
dela méme facon l'un ou l'autre des deux continuums partiels, ou 
tous les deux, ct continuer de la méme facon. En procédant ainsi, 
par dichotomie, on subdivisera (C) en m continuums partiels 
(C,), (C,, --+» (Gm ayant respectivement pour frontiéres des liens 
fermés (f,), (fz), ---» (fm) du type (). Les continuums Loe,» CGane 

.., (Cm), tous intérieurs a (C), sont extérieurs les uns aux autres. 
Tout point de (C) appartient soit 4 l’un des continuums (¢;,), (¢,), 
sha (Cm). soit A la frontiére d’un de ces continuums. Les liens 
fermés simples (/,), (f,), ..., (fm) ont des parties intérieures a (C) 
qui appartiennent a la fois 4 deux frontiéres ; quelques-uns au 
moins ont des parties sur (I). 

Tout point de (F) appartient d’ailleurs 4 l’un des liens (f,), (/2), 
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.5 Cfm)s €& SOR te que si, au lieu des continuums (C), (¢,), (¢,)s 
..5 Cm), on considére les continuums complétés par leur frontiére 
©) + (F), (¢,) + (fi), (Ca) + (fa)> +++» (Ga) ---( fm), On peut dire 

que tout point appartenant au premier appartient a ]’un au moins 
des m suivants, et que tout point qui appartient a l'un de ces m 
derniers appartient & (C). Si l’on parcourt chacun des lens 
(fi) (fa)s «++» (fm) dans le sens direct, on se trouve avoir finale— 
ment parcouru (FF) une fois dans le sens direct et chacune des par- 
ties de (f,), (fy), ---, (fm) qui appartiennent 4 (C) deux fois dans 
des sens opposés, en sorte que, si l’on considére un point qui n’ap- 
partienne 4 aucun des liens (/,), (fy), ---» fim» et si l'on regarde 
tous ces liens et le lien (I?) comme étant parcourus dans le sens 
direct, on peut affirmer que l’ordre de ce point par rapport a F) 
est la somme des ordres de ce point par rapporta  /,), (fo), «++; (fm). 

Tout cela apparait clairement en procédant de proche en pro- 
che. On ne fait jamais qu’appliquer les propositions du n° 340. 

J’ai supposé qu’on partait d’un continuum (C) intérieur a un 
lien fermé du type .&; on aurait pu aussi bien partir d’un conti- 
nuum tel que le continuum (C,) du numéro précédent et de sa 
fronticre (H), composée de n + 1 liens fermés du type 4. On 
commencerait par décomposer ce continuum, au moyen de n + 1 
hens du type Jb, comme on l’a expliqué dans le numéro précé- 
dent; le reste est évident. 

Peut-on toujours, en poussant la décomposition assez loin, 
s'arranger pour que ]’écart de chaque continuum (¢,), (Gy, ene ae 
soit moindre qu'un nombre positif arbitrairement donné a l’avance? 
Que la réponse doive étre affirmative, c’est ce qui ne paratt guére 
douteux. La proposition n’est pas sans importance, A cause des 
conséquences qu’on en tire. On peut évidemment se borner au cas 
ow il s’agit du continuum intérieur A un lien fermé du type ub. 
Pour rendre la démonstration aisée, je me bornerai 4 un cas un 
peu plus particulier. 


344. — Je désignerai sous le nom de liens du type wb’ des liens 
simples ouverts ou fermés, composés d’un nombre fini de liens 
élémentaires, qui peuvent d’ailleurs appartenir 4 deux espéces dif- 
férentes : 

Les liens élémentaires de la premitre espéce, que j'appellerai 
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célés (Y) sont simplement des segments de droite paralléles & l’axe 
des y. Les liens élémentaires de la seconde espéce, que j’appellerai 
cotés (X) doivent pouvoir étre définis par des formules telles que 


y=f), asap 


ou f(x) est une fonction continue de « dans l’intervalle (a, [). 

Soit (F) un lien fermé du type Jv’ et (C) le continuum intérieur 
ace lien. 

Quand on parlera des cétés d’un tel lien, on devra toujours 
entendre que ces cdtés sont aussi étendus que possible : chaque 
cété (Y) devra étre borné au point le plus bas et au point le plus 
haut possible ; en d’autres termes, aucun cété (Y) ne peut ¢étre 


/ , 
respectivement par les formules 


contigu 4 un autre cété (Y); de méme deux liens partiels définis 


y=f(c) «2<ac<p 
y= g(x), p27, f(%) = 9 (8), 


doivent étre regardés comme appartenant 4 un méme coté (X). Un 


IA | 


sommet de (F) est un point ot: se réunissent un coté (Y) et un cote 
(X), ou deux cétés (X). D’aprés ce qu’on vient de dire, une paral- 
léle 4 axe des y menée par un sommet ou se réunissent deux cotés 
(X) laisse ces deux cdtés soit 4 sa droite, soit 4 sa gauche. Un coté 
est borné par deux sommets. 

Les liens fermés simples ainsi constitués peuvent ne contenir 
aucun coté (Y), mais il est clair quils contiennent au moins un 
coté (X); on prévoit qu’ils en contiennent au moins deux ; c’est 
dailleurs ce qui va étre éclairci. 

Un cdté (X) traverse la paralléle 4 l’axe des y menée par ses 
points ordinaires ; on convient de regarder la direction de ces pa— 
ralléles comme étant la direction positive de l’axe des y. Soient M 
le point ob une telle paralléle est traversée, P et Q deux points de 
la paralléle situés de part et d’autre de M, assez pres pour qu'il n'y 
ait, en dehors de M, aucun point de (F) sur le segment PQ; les 
ordres des points P, Q par rapport au lien (F), parcouru dans le 
sens direct, different d’une unité; l'un de ces points, P par exem- 
ple, appartiendra au continuum {C), l'autre Imi sera extéricur : 
tous les points du segment MP, autres que M, appartiendront alors 
a (C), et méme tous les points de ce segment, prolongé au-dela de 
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P, tant qu’on n‘aura pas atteint (F). Comme les points a Vinfini 
sur le prolongement de ce segment sont extérieurs 4 (C_, il faut 
que ce prolongement rencontre (F’) en un second point. Ainsi toute 
paralléle 4 l’axe des y qui rencontre un cété (X) rencontre néces- 
sairement un second cété (X). Le lien (F contient au moins deux 
cétés (X). 

S’il n’en contient que deux, toute paralléle 4 l’axe des y qui ren- 
contre l'un de ces cdtés rencontre forcément l’autre. Le lien (F) 
ne peut alors se composer que des deux cdtés (X) définis respecti- 
vement par des formules telles que 


(y= fl) 
(1) (ye g(a), 


i i 


i i 


8, 
8, 


R 


i 


et des deux cdtés (Y) qui joignent les points |%, f(z)|, [%, 9 @)| 
d'une part, les points [f, S(2)], [/5, g (6)| d’autre part; le premier 
de ces cétés (Y) disparait d’ailleurs si l’on a f(~) = g(a), et le 
second, si l’ona (6) = ((3). Il est & peine utile de dire que la 
différence f(a) — g(x) ne peut, puisque le lien est simple, s’an- 
nuler dans l’intervalle (%, () pour aucune valeur de « autre que 
Zou iar En abusant un peu du mot, je désignerai, dans le présent 
numéro, sous le nom de /rapéze, l'ensemble des points appartenant 
soit au lien fermé simple du type considéré et n’ayant que deux 
cdtés (X), soit au continuum intéricur a ce lien fermé simple. Si 
les deux cétés sont définis par les formules (1) et si l'on suppose 
f(@)<gi@) pour << « < f3, ce continuum intérieur sera l’en— 
semble des points (a, y) dont les coordonnées satisfont aux condi- 
tions 


Mee eal Rem Ce) Pees 2 TEE 


La dénomination de drapéze continuera d’étre employée, lors méme 
qu il n’y aurait point de cété -Y), 
Il est clair qu’une paralléle & Vaxe des y dont l’équation est 


oa rae 6) décompose le précédent trapeze en deux tra- 


pezes, et que, par suite, un trapeze peut étre subdivisé, au sens du 
précédent numéro, en trapézes tels que la distance entre les deux 
cétés (Y) qui limitent chacun d’eux soit aussi petite qu’on le vou- 
dra; il est clair aussi que ces nouveaux trapézes peuvent étre sub- 
divisés par des paralléles 4 l’axe des en rectangles et en trapezes ; 
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que, enfin, le trapéze primitif peut étre subdivisé, par dichotomie, 
en rectangles et en trapézes tels que l’écart de chacun d’eux soit 
aussi petit qu'on le voudra. 

Donec, pour démontrer que la figure formée par un lien fermé 
(F) du type considéré et par le continuum (C) intérieur 4 (F) peut 
étre subdivisée en continuums complétés par leurs frontiéres dont 
les écarts soient aussi petits qu’on le veut, il suffit de prouver que 
cette figure peut étre subdivisée en trapézes. On y parviendra sans 
peine, par induction, en montrant qu'une figure de l’espéce con- 
sidérée, qui n'est pas un trapéze, peut étre décomposée en deux 
autres de la méme espéce, dont chacune a moins de cotés (X) que 
la proposée. C’est cette démonstration qui va maintenant nous 
occuper ; on raisonnera sur le lien (F) et le continuum intérieur (C). 

Considérons un segment de droite AA’ parallele 4 l'axe des y, 
joignant deux points A, A’ situés sur (F) et dont tous les points, 
autres que A et A’, soient intérieurs 4 (C). Les points A, A’ dé- 
composent (I*) en deux parties et le segment AA’ décompose (C) 
en deux continuums partiels dont les fronti¢res respectives sont 
formées de l’une des parties de (F) et du segment AA’, commun 
aux deux frontiéres. En d’autres termes, la fronti¢re de chaque 
continuum partiel se déduit de (F) en conservant l'une des parties 
de (F) et en remplacant l’autre par le segment AA’; si donc la 
partie de (F) que l’on a supprimée contient un cdté (X) de (I) tout 
entier, la partie conservée contiendra stirement un coté (X) de 
moins que (F*) et il en est de méme de la frontiére obtenue en lui 
adjoignant le cdté AA’, qui est du type (Y). Donc, toutes les fois 
qu’on pourra mener un segment AA’ parallele 4 l’axe des y, dont 
les extrémités A et A’ sont sur (IF), dont tous les points, autres que 
ces extrémités, appartiennent 4 (C), tel enfin que les deux parties 
de (F) que déterminent les points A, A‘ contiennent chacune un cété 
entier de (I) du type (X), la réduction annoncée sera effectuce. 

Si les autres conditions imposées au segment AA’ sont vérifiées, 
Ja derniére l’est aussi lorsque |’un des points A, A’, le point \ par 
exemple, se trouve étre un sommet. Ce sommet, en effet, peut étre 
commun soit & deux cétés (X), soit & un cdté (X) et & un cdté (Y). 
Dans le premier cas, les deux cdtés (X) qui se réunissent en A, 
n’ont pas d’autre point commun avec AA’ que le point A: ils ap- 
partiennent donc tout entiers, le premier & l’une des parties de (F), 
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le second A l'autre partie. Dans le second cas, soit P le sommet du 
cété (Y), autre que A. Le segment AA’ dont les points, sauf A et 
A’, sont intérieurs  (C) ne peut étre que sur le prolongement, au- 
dela de A, du cdté AP ; il ne peut avoir d’autre point que le point 
A commun avec le cété (X) qui passe par A, il n’a aucun point 
commun avec le cété (X) qui passe par le point P; le premier de 
ces cétés (X) appartient tout entier 4 l’une des parties de (F); le 
second cété (X), ainsi que le cété AP, apparlient tout entier a 
autre partie. Dans les deux cas, le segment AA’ permet d’effec— 
tuer la décomposition annoncée. 
Considérons un cété (X) de (F), défini par les formules 


y=ofe). «S28 


je désignerai par A et B les deux sommets, d’abscisses respectives 
g et 6, que joint ce cdté; pour fixer les idées, je supposerai que, 
sur ce cété, l’abscisse d'un mobile qui décrit (F) dans le sens di- 


78" 


: 
Big, 29; : Fig. 20. 


rect va en croissant ; alors ce cété traverse les paralléles 4 l’axe des 
y de gauche a droite; les points voisins appartiennent & (C) ou 
non, suivant qu’ils sont au-dessus ou au-dessous de ce cdté. 
Considérons maintenant le second cété BC qui part du point B 
el supposons d’abord que ce soit un coté X; la paralléle A l'axe 
des y menée par le point B laisse alors 4 sa gauche les deux cétés 
BA, BC; les points voisins de BC sont intérieurs ou extérieurs au 
continuum (C) suivant qu’ils sont au-dessous ou au-dessus de BC. 
Deux cas sont d’ailleurs possibles, suivant que le cété BC est, dans 
le voisinage du point B, au-dessous ou au-dessus du cété BA. 
Dans le premier cas, c’est, au voisinage de B, les points situés 
au-dessus de BA, au-dessous de BQ, sur la paralléle & l'axe des y 
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menée par le point B ou & droite de cette paralléle qui appar- 
tiennent au continuum (C) et non les points situés entre les deux 
cétés BA et BC; c'est l’inverse dans le second cas. 

Soit, dans le premier cas, B’ le premier point ot la paralléle & 
l’axe des y menée par le point B et prolongée, soit vers le haut, soit 
vers le bas, rencontre (fF); le segment de droite BB’ qui appartient 
tout entier au continuum sauf les points B et B’ permet évidem- 
ment d’effectuer la décomposition demandeée. 

Supposons maintenant que le cété BC soit un cédté (Y), i peut 
descendre ou monter a partir du point B; le lecteur reconnaitra 
sans aucune peine la fagon dont sont placés les points voisins des 
cotés AB, BC qui appartiennent au continuum (C) et s’assurera 
que dans le premier cas, le prolongement du cété CB vers le haut, 
au-dela du point B, pénétre dans le continuum et que si on dé- 
signe par B’ le premier point ot ce prolongement rencontre (I), 


B’ ~C’ 


Fs eee ee rere 


a a B 
Cc 
Fig. 21. Pig. 29). 


le segment de droite BB’ permet encore d’eflectuer la décomposi- 
tion cherchée. Si le cété BC monte a partir du point B, le cété 
suivant, qui part de C, peut étre & droite ou a gauche de BC; s'il 
est A droite, on reconnait encore que le prolongement de BC vers 
le haut, au-dela du point C pénéctre dans Je continuum (C), en 
sorte que si l’on désigne par C’ le premier point ot le prolonge- 
ment rencontre (F), le segment CC’ répond encore a la question. 

Des observations toutes pareilles se rapporteraient au sommet A 
et aux cdtés voisins. En réunissant toutes ces observations on re- 
connait que les seuls cas qui échappent a la démonstration sont 
les suivants : 

1° Les cétés AQ, BC, autres que AB, qui passent par les points 
A, B sont des cdtés (Y) qui, & partir des points A, B montent vers 
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le haut ; le cdté QP, autre que AQ qui passe par le point Q est un 
cdté (X) situé a droite de AQ; le cété CD, autre que BC, qui 
passe par le point C est un cété (X) situé a gauche de BC. 

9° Les autres cas rentrent dans celui-la, en supposant que le 
point Q se confonde avec le point A, ou que le point C se confonde 
= avec le point B; les droites AQ et BC 
doivent alors étre remplacées par les 
9 . paralléles & l’axe des y, menées par les 
points A ou B. Si, par exemple, C est 
confondu avec B, il faut entendre que 
le cdté, autre que AB, qui part de B 
3 est un cdté (X) situé 4 gauche de la 

paralléle 4 l'axe des y menée par B. 

Je ne m’occuperai que du cas 1°. 
Définissons, dans Vintervalle (z, ) la fonction h(x) par les 
conditions suivantes : pour « — % et pour « = pb, ses valeurs res— 
pectives sont les valeurs des ordonnées des points Q, CG; pour z 
compris entre @ et p> sa valeur est celle de l’ordonnée du premier 
point de (I°) que l’on rencontre en s’élevant sur la paralléle 4 Vaxe 
des y 4 partir du point [x, f(x) 


Fig. 23. 


, en sorte que tous les points du 
segment qui va du point |a, f/a)] au point [a, h(a] sont, sauf ces 
deux points, intérieurs & (C), On reconnait trés aisément que la 
fonction h(a), définie sans ambiguité dans tout l’intervalle (a, 3) 
est continue (4 droite) pour « = «@ et (& gauche) pour «= £, 
quelle est continue pour toute valeur 2, comprise entre & et f 
telle que le point 


%, h(a,)| ne soit pas un sommet, parce que, 
alors, quand w est suffisamment voisin de a, le point [x, h(a)| 
reste sur le cété qui contient le point {a,, h(a,)|. Lorsque ce der- 
nier point est un sommet, ce sommet peut ¢tre le sommet qui li- 
mite un cdté (X) a droite ou a gauche ; la fonction h(a) est alors 
continue, pour # = 


x, & gauche ou A droite. Comme cas particu- 
lier x, peut étre Vabscisse commune A tous les points d’un coté 
(Y) qui joint le sommet de droite d’un cdté (X) au sommet de 
gauche d'un autre cdté (X). Dans tous les cas, si #, est un nombre 
intérieur a l'intervalle (g, () pour lequel la fonction h (x) est dis- 
continue, le segment qui va du point [2xp, J (%,)] au point 
xo, h(a)|, gui est un sommet, permet d’obtenir la décomposition 
demandée du continuum (C). 


rc 
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Le seul cas qui échapperait maintenant a la démonstration serait 
celui ot la fonction h(a) serait continue dans tout l’intervalle 
(a, 6) ; mais alors le lien constitué par les deux cdtés AQ, BC, du 
type (Y) et les deux cdtés (X) que définissent les formules 


a 2) : 


Gehl a 


2<B, 


xr 


A WA 
lA 


B, 


serait fermé ; (F) se réduirait a ce lien, on aurait affaire & un tra- 
peze. 

La démonstration est terminée. 

On vient d’établir que l'ensemble parfait (C) +- (I*) formé des 
points qui apparlennent soit au lien fermé simple (I°), du type .v’, 
soit au continuum (C) intérieur a ce lien, pouvait étre décomposé 
en deux ensembles parfaits (C’) + (E’), (C") + (F"), constitués 
comme l'ensemble proposé, mais avec des frontiéres (I*’), (F") qui 
ont chacune un ou plusieurs cétés (X) de moins que (F) : ces 
frontiéres ont une partie commune, a savoir le segment de droite, 
paralléle a l’axe des y, quia servi a effectuer la décomposition ; en 
dehors de ce segment de droite, elles n’ont pas de point commun ; 
les deux continuums (C’), (C") sont extérieurs l'un a l’autre; en 
supprimant la frontiere commune, ils se réunissent, ainsi qu'on 
l’a expliqué au n° 304, pour reproduire le continuum (C). 

Ceci rappelé, considérons, comme 4a la fin du n° 302, un 
point fixe O extérieur 4 V’ensemble (C) + (1*), une direction 
fixe (D) partant de ce point O et un point variable M; si J’angle 
dont les cotés sont (D) et OM peut étre défini comme une fonction 
continue du point M dans chacun des ensembles parfails 
(Cc!) + (F’), (C") + (F"), il pourra étre défini comme une fonction 
continue dans l’ensemble (C) + (F), ainsi qu’on l’a expliqué au 
n° 302. Des lors il suffit de remarquer que l’angle considéré peut 
étre défini comme une fonction continue de M dans un trapeze et 
d’appliquer le procédé d’induction, comme on l’a fait dans le pré- 
sent numéro, pour démontrer que cet angle peut étre défini comme 
une fonction continue du point M dans l'ensemble (C) + (I); 
c'est ce qui avait été annoncé au n° 302. 


315. — Reprenons les notations du n°-343 relatives 4 un lien 
fermé (IF), du type Jb, fronti¢re du continuum intérieur (C) et a la 
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décomposition dichotomique de l’ensemble (C) +- (F) en ensembles 
(cy) ++ (fi), (€2) + Cfo)» «+» (Cm) + (fm) dont tes frontiéres 
(fi), (fa)+ «++» (fm) somt aussi des liens fermés du type -b. A la 
fin du présent numéro, nous aurons besoin de supposer que les 
écarts des ensembles (c,) + (1), (¢2) + (fa), «+» (€m) +- (fm) sont 
plus petits que tel nombre positif que l’on veut. A partir de ce mo- 
ment, on supposera que (F) appartient au type -b’; on pourra 
alors supposer que les décompositions qui aboulissent aux ensem- 
bles (c;) + (fi) ont été effectuées comme on l’a expliqué dans le 
précédent numéro, de maniére a obtenir d’abord des trapéczes, 
puis d’autres trapézes, qui peuvent étre aussi petits qu'on veut, 
en poussant les décompositions assez loin. 

Ceci posé, soient g(x, y), h(x, y) deux fonctions continues du 
point (a, y) dans l'ensemble parfait C) + (F). Je désignerai le 
point dont les coordonnées sont 


c= g(x,y), w= hz, y) 


comme l'image du point x, y. Il est clair que, si un mobile décrit 
un lien fermé dont tous les points appartiennent a l'ensemble 
(CG) + (F), son image décrira aussi un Jien fermé. En particulier, 
si le mobile décrit les hens fermés (F), (f,), (fo), ---> (fm) dans le 
sens direct, son image décrira dans un sens correspondant Jes liens 
fermés (®), (0,), (®,), «++» (Ym) images des précédents. Un mobile 
qui parcourt les liens fermés (/;), (/), -.-» (fm) dans le sens direct 
se trouve avoir parcouru le lien fermé (F) dans le sens direct et, 
en outre, deux fois, dans des sens opposés, les parties de (Fa). 
(fr)s «++» (fm) qui n’appartiennent pas a (I); image de ce mobile 
aura donc parcouru (@) dans le sens qui correspond au sens direct 
sur (I) et, en outre, deux fois dans des sens opposés, les images 
des parties de (/,), (fo), «--» (fm) qui n’apparliennent pas a (F). 
Si done on considére un point [ qui ne soit situé sur aucun des 
liens fermés (9,), (2), +++> (Ym), On peut affirmer que la somme 
des ordres de ce point par rapport 4 ces divers liens sera égale A 
son ordre par rapport au lien (®), chacun des liens (), (9,), . 
(Ym) tant parcouru dans le sens qui correspond au sens direct sur 
les hens (F), (fa), (fas «++» (jfm)s 


Mon objet est maintenant de démontrer la proposition suivante : 


fey 


‘ 
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I. Si les équations 


(1) g(x,y) =4, h(x, y)=—8 


n’ont pas de solution dans l'ensemble (C) + (F), ordre du point 
‘g, (2) par rapport a © est nul. 

Par conséquent : 

II. Si cet ordre n’est pas nul, les équations (1) admettent une 
solution dans l'ensemble (C) + (I). 

Du moment que l’on parle de l’ordre du point (@, f) on suppose 
implicitement que cet ordre existe, c’est-a-dire que le point (z, £) 
n’appartient pas a (®), ou encore que les deux équations (1) 
n admettent pas de solution a, yo tellle que le point (x,, y,) appar- 
tienne a (F). 

Pour établir la proposition énoncée, je vais supposer que les 
équations (1) n’aient pas de solution, dans l’ensemble (C) + (F) 
et je démontrerai que dans ces conditions, l’ordre du point (%, (3) 
par rapport a (®) est nul. 

La distance 


Viz — g(#, y)P + [8 — h(a, y)P 

du point (z, 7) au point (¢, 7) est une fonction continue de x, y dans 
l'ensemble parfait (C) + (‘I’); elle atteint donc sa borne inférieure 
et cette distance n’est pas nulle, puisque, par hypothese, les équa— 
tions (1) n’ont pas de solution dans l’ensemble (C) + (F); ily a 
donc un nombre positif 9 iel que les images de tous les points de 
lensemble (C) + (fF) soient extérieures au cercle de centre (¢, i) 
et de rayon 9. 

Ceci posé, soit ¢ un nombre positif tel que la distance des 
images de deux points de (C) + (IF) soit sirement moindre que 
a lorsque la distance de ces points est moindre que ¢. Supposons 
maintenant que la décomposition de l'ensemble (C) + (I) en 


ensembles (c,) + (f,),(¢,) + (fy), --+» (Cm) + (fin) soit telle que les 


) 


écarts de ces diflérents ensembles soient tous moindres que ¢ : d'une 
part, si P; est l'image d’un point de l'ensemble (c;) + (/;), les 
images de tous les points de cet ensemble seront intérieures au 
cercle décrit de P; comme centre avec un rayon égal 4 g; toules 
ces images sont d’ailleurs 4 une distance du point (z, () supérieure 


é 
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a p; en d'autres termes le point (%, {) est extéricur 4 ce cercle dé- 


crit de P; comme centre qui contient 4 son intéricur les images de 
tous les points de (¢;) + (fi); ordre du point (%, & par rapport 
a Vimage (g;) du len fermé (fi est done nul, puisqu’on peut 
regarder le point (a, () comme l’origine d’une demi-droite qui ne 
rencontre pas (9). li en résulte que ordre du point %, par rap- 
port 4 (®) est nul, puisque cet ordre est la somme des ordres du 
point @, 6 par rapport aux liens fermés (¢,), (9), ---» (m)- 

Tout ceci s’étend immédiatement & la figure que l'on a consi- 
dérée au n° 342 et qui est formée du lien fermé (F), des hens 
fermés (EF), (F’), ..., [F] intérieurs 4 (F) et extérieurs les uns 
aux autres deux a Aen enfin du continuum (C,,) ensemble des 
points intérieurs 4 (F) et extérieurs a (F’), (F"), ..., [F™]. 

On continuera aed représenter par (H) la frontitre de (C,,), for- 
meée des liens (I), (F’), ..., [| F]; mais on supposera maintenant 
que tous ces liens appartiennent au type .v’. Les fonctions g(r, y), 
h(x, y) seront supposées continues dans l’ensemble parfait 
(C,,) + (LH). Déerire (H) dans le sens direct, c’est décrire (F) dans 
le sens direct et les liens (F’), (F"), .... [F™] dans le sens indi- 
rect; les liens fermés (), ('), ..., [®™], images des liens (F), 
(FD, ..., [FP], sont alors décrits chacun dans un sens déterminé 
et & chacun d’eux correspond ainsi un ordre déterminé pour 
chaque point I du plan qui n’est point situé sur eux; la somme de 
tous ces ordres sera ce que j’appellerai l’ordre du point | par 
apport & Vimage de TD). 

Si les équations 


g (a; y) san fil > Y h ir y) = 


n’ont pas de solution x, y, telle que le point (x, v,) appartienne 
a lensemble (Cn) + (H), ordre de ce point par rapport & l'image 
de (I) sera nul. 

Il suffit, pour s’en convaincre, de décomposer l'ensemble 
(G,) + (HD) en deux continnums complétés par leurs frontiéres, 
lesquelles sont des liens fermés simples, ainsi qu’on l’a expliqué 
au n°? 342; seulement les n+ 1 liens que lon emploie pour la 
décomposition doivent étre du type «b’, On n’aura alors qu’a appli- 
quer le théoreme T aux deux frontiéres des deux continuums par- 


tiels ct & ajouter les deux égalités ainsi obtenues; le théoréme 
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énoncé en dernier lieu en résulte évidemment, puisque, lorsqu’on 
décrit ces deux frontitres dans le sens direct, chacun des n + 1 
liens introduits se trouve décrit deux fois dans des sens opposés et 
qu'il en est de méme dans les images, etc. 


IV. — COURBES 


316. — Mon but est maintenant de particulariser la notion de 
lien pour arriver a la notion de courbe. 
Considérons un lien (T) défini par les formules 


Je vais montrer que, pour qu’on puisse étendre a ce lien la no— 
tion d’arc de courbe, il faut et il suffit que les fonctions 9/f), u(t) 
soient des fonctions a variation bornée. 

Si Yon aa@<ct<t,<...<thi<f je dirai comme au 
n° 239 que les nombres croissants 7, /,, d;, .--, tn—4, 6 définissent 
une décomposition de Vintervalle (, 7). A une telle décomposition 
correspond une ligne brisée, dont je dirai qu’elle est inscrite dans 
le len; ses sommets successifs sont les points du lien qui corres- 
pondent aux valeurs @, ¢,, t,, ..., tr—4, 6. Les longueurs de pa- 
reilles lignes brisées auront, dans ce qui suit, le méme role que 
les sommes inférieures dans la définition de lintégrale définie. 

La longueur d’une ligne brisée inscrite est égale ou supérieure 
a la distance entre l’origine et l’extrémité du lien; l’égalité ne peut 
avoir lieu que si la ligne brisée se réduit au vecteur qui va de l’ori- 
gine du lien a son extrémité. 

Si, partant d’une décomposition (Z, t,t, --.. Ins, [%) de Vin- 
tervalle (z, 5), on décompose ensuite les intervalles partiels (Z, f,), 
‘ty, t:), ---, (tn—1, 3), on définira par 1a méme une nouvelle dé- 
composition de Vintervalle (z, o ; la ligne brisée correspondante, 
obtenue en juxtaposant les lignes brisées inscrites dans les portions 
du lien qui correspondent aux intervalles partiels de la premicre 
décomposition, a une longueur supérieure ou égale a la longueur 
de la premicre. A chaque décomposition (%, t,, l,, ...; 6) de |’inter- 
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valle (%, /%) correspondent, d’une part la longueur L de la ligne 
brisée inscrite et d’autre part les nombres 


il est manifeste que le nombre L est supérieur ou égal 4 chacun 
des nombres ®, V et qu'il est au plus égal & leur somme. Je dési- 
gnerai par (L), (@), (W) les ensembles respectifs des nombres dis- 
tincts L, des nombres distincts @, des nombres distincts YW’, rela- 
tifs aux diverses décompositions possibles de l’intervalle (z, (5. 

Pour que l’ensemble (L) soit borné en haut, il faut et il suffit 
évidemment que les ensembles (®), (YW) soient eax-mémes bornés 
en haut, c’est-a-dire que les fonctions @(¢), ¥(¢) soient a variation 
bornée dans l’intervalle (a, 5). 

Supposons qu'il en soit ainsi et soit S la borne supérieure de 
l'ensemble (L). Je dis alors que S$ peut étre regardé comme la 
limite de la longueur d'une ligne brisée inscrite variable pour la— 
quelle les écarts des intervalles partiels de la décomposition ten— 
dent vers 0; en d'autres termes, 4 chaque nombre positif ¢ corres— 
pond un nombre positif 7 tel que la différence (positive ou nulle 
5 — L soit moindre que ¢, pourvu que les intervalles partiels de la 
décomposition 4 laquelle se rapporte la longueur L de la ligne 
brisée aient tous un écart moindre que y. L peut étre regardé 
comme une valeur approchée de S, aussi approchée qu’on le veut, 
pourvu que 7 soit suffisamment petit. 

La démonstration, que je crois inutile de détailler, est tout A 
fait analogue a celle qu’on trouve dans le n° 244 ; elle repose 
essentiellement sur ce que, quel que soit le nombre positif <’, il 
existe stirement une décomposition déterminée pour laquelle on a 
S—L<<¢, en désignant par L la longueur de la ligne brisée 
inscrite qui correspond a la décomposition, et sur la comparaison 
entre les longueurs L, L’ de cette ligne brisée et d'une autre ligne 
brisée inscrite pour laquelle les écarts des intervalles partiels soient 
suffisamment petits, plus petits en particulier que le pius petit 
écart des intervalles partiels de la premitre décomposition, a la— 
quelle se rapporte L. En superposant les deux décompositions, on 
est conduit A une troisitme décomposition, 4 une troisiéme ligne 
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brisée dont la longueur L’ différe trés peu de L’; la démonstration 
sachéve en remarquant que l’on a S = L’=L. Le nombre § 
ainsi déterminé est égal ou supérieur 4 la distance entre Vorigine 
et Vextrémité du len. Pour qu'il soit égal 4 cette distance, il faut 
d’abord que, quels que soient les nombres ¢,, ¢,, ..., satisfaisant a 
la condition 


ae tee he eo, 


les points correspondants du lien se trouvent sur le vecteur qui va 
de l’origine du lien a son extrémité; cela exige que tous les points 
du lien soient sur le vecteur. Il faut en outre que, si l’on a 
i, <1, < 1,, le point du vecteur qui correspond a /, soit compris 
entre les points qui correspondent & ¢,, t; ou confondu avec l'un 
d’eux; mais si les points qui correspondent & /,, ¢, sont confondus, 
il faut encore, et pour la méme raison, que tous les points qui 
correspondent aux valeurs intermédiaires soient aussi confondus, 
en sorte que les fonctions 9/1), (4) soient toutes les deux con- 
stantes dans l’intervalle (/,, ¢,). Si donc on écarte le cas ot l’inter- 
valle (z, 5) contiendrait un intervalle partiel dans lequel les deux 
fonctions 9/1), ¥(1) seraient constantes, la correspondance entre 
Vintervalle (z, (7) et les points du vecteur sera parfaite et le point 
[© (t), U (t)|, quand ¢ croitra de g@, 6, décrira le vecteur de son ori— 
gine a son extrémité, toujours dans le méme sens, Ces remarques 
donnent un sens précis a la proposition : la ligne droite est le plus 
court chemin d’un point 4 un autre. 

II résulte de 1a qu’un lien quelconque, qui ne se réduit pas a un 
point, et qui a une longueur, a une longueur positive. 

Si les fonctions ¢ (2), U(é) sont a variation bornée dans l’inter— 
valle (a, C), elles sont évidemment & variation bornée dans tout 
intervalle contenu dans (@, (2); en sorte que si ¢,, 4, appartiennent 


4 Vintervalle (z, 9°, le lien partiel défini par les formules 


oo 


°*G 


(1), y=4(), hStSbk, 


a une longueur ; désignons-la par S(é,, /,) : on voit immédiate- 


\ 


ment que si l’on suppose ¢, < f, << é;, on aura 


(1) S(é, t,) =o. t,) eli S(6, t;) 
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et que, si l'on convient de poser en général 
S(t, 1;) —_— S(4, b), 


Pégalité (1) subsistera, quels que soient les nombres /,, /,, 1, appat- 
tenant a l’intervalle (a, /3). 

L’égalité (1) montra que la fonction Sg, t), 4 laquelle on she 
buera la valeur 0 pour / = @ est croissante dans l'intervalle CA » () : 
elle croitdeoiS—S(gz, 6). II est aisé de voir qu'elle est continue ; 
si en eflet, en supposant f, <t,, on désigne par V,, (é,, te), V & (4a, te), 
les variations totales des fonctions 9 (1), Y(t) on aura 


S (ty, &) SV, (4s &) + Vy (te &); 


or les fonctions g(t), Y(t) étant continues, les fonctions de , 
EC aaas Ve (gz, t) sont continues dans lintervalle (z, E ; par 
conséquent, pourvu que la différence f, — ¢, soit suffisamment 
petite, les nombres Nee (44, ty), Me (¢,, 1,) seront aussi petits que l’on 
veut; il en sera de méme de S(t, 4); cela suffit 4 montrer que la 
fonction S(g, ft) est continue dans l’intervalle (g, 6). 

Puisque la fonction S@, t) est continue et croissante dans |’in- 
tervalle (a, f),1é 


zg, 1) définit £ comme une fonction 
continue et croissante de s dans l’intervalle (0, 8S); en remplacant ¢ 
par cette fonction dans 9(/), Y(/) on voit que les formules qui 
définissent le lien peuvent ¢tre prises sous la forme 


ome f(s) PSOE “Ss 8 


s désignant la longueur du lien a partir de son origine. 


317. Conseryons toujours la méme notation 


ow raed 


IA 


(= 8, 


pour définir le lien (T). Afin d’abréger un peu, au lieu d’appeler 
o(t), Y(t] le point du lien (T) qui correspond & la valeur ¢ du 
paramétre, je me contenterai souvent de dire : Je point ¢. 
Supposons que les fonctions #( (1), V(t) admettent, dans l’inter- 
valle (fo, 41), des dérivées o! (t), v(t); ; considérons les deux points 


i 


i, £ + h, qui corespondent & tae valeurs voisines de la variable, 
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valeurs que l’on suppose appartenir 4 Vintervalle (@, (5); Véqua- 


tion de la droite qui joint ces deux points peut s’écrire 


lorsque h tend vers o, les deux dénominateurs ont évidem— 
ment pour limite ¢’ (f) et U'(f) et l'on dit, en supposant que ces 
deux quantités ne soient pas nulles simultanément, que la droite 
donc l’équation est 


t= Ol) yy She) 


7) FO” 


est fangenle a (T) au point ¢; on dit que, sur celte tangente, la 


direction définie par les coefficients directeurs o’ (1), U' (1) est la 
direction qui correspond aux valeurs croissantes de /, et cette fagon 
de parler est justifiée par ce fait que la direction dont les coeffi- 
cients directeurs sont 

e+ h—o) Vem —¥l) 


1D 


ay, SN 


h 


est, lorsque h est posilif, la direction du vecteur qui va du point / 
au point f + h. 
On désigne le nombre positif 


VQ Ve + HR 
sous le nom de vilesse, emprunté & la cinématique. Le méme nom 
s applique aussi a un vecteur dont l’orgine est le point (0, 0) et 
Pextrémité le point |g’ (t), ’(2)], ou au vecteur équipollent, ayant 
son origine au point ¢; la direction de ce vecteur est précisément 
ce qu on vient d’appeler la direction sur la tangente qui correspond 
aux valeurs croissantes de f. 

Le nombre positif V (¢) est la limite, pour h =o, de la vilesse 
moyenne relative a l’intervalle (t, ¢ + h), c’est-a-dire du rapport a 
Ja valeur absolue de h de la distance des deux points f et / + h; en 
d’autres termes, on a: 
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comme on le voit sans peine en remplacant dans le second membre 
o(t +h) — @(). Y(E-+ h) — 9) par hfe") ee], ALY () + a). 
ou é, 7 désignent des nombres aussi petits qu’on le veut, en valeur 
absolue, pourvu qu’on suppose assez petite la valeur absolue de h. 
En posant 
A = 9() + ¥?(). K = ey (t) + ag (+8 + 93, 
on pourra s'appuyer sur l’inégalité 
|VA + K—VA|<yjK| 


qui a certainement lieu si l'on a | kK |< A. La démonstration 
n’exige pas la continuité des dérivées, mais elle permet de recon—- 
naitre que, si ces dérivées sont continues et si elles ne s’annulent 
pas simultanément dans ’intervalle (~, 5), la vitesse moyenne 


Vig (t+ h) 2 


= 
ee 

— 
~ 
a 

= 


¥ (J 


tend uniformément vers sa limite V(é), quand h tend vers 0; en 
d’autres termes 4 chaque nombre positif ¢ correspond un nombre 
positif 7, tel que l'on ait, 


Vg (t+ h) —e On (YE+h—9OP yy, yl<s 
Jh 4 ; 


pour tous les nombres / et ¢ + h qui satisfont aux conditions 


tH fasia hes, |h| <4. 


Ae P : A : aoe 
318. — Considérons la vitesse moyenne a relative 4 l’mter- 
v ie! 


valle (a, () : A représente les distances des deux points a, 6. Je 


vais montrer, en supposant que les fonctions (t), U(/) admettent 
des dérivées dans l’intervalle (a, 6), quil existe un nombre &, 
appartenant  l’intervalle (z, (3) et tel que l’on ait (*) 


(1) M. Darboux dans son Mémoire Sur les développements en série des fonctions 
@une variable (Journal de Liouville, 2° série t. IL) a montré limportance de 
cette proposition qui joue dans plusieurs questions un réle analogue & celui du 
théoréme du n° 245. 
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Supposons en effet ¢< t, <t, ... << thy < 2 et considérons la 
ligne brisée inscrite dont les sommets successifs sont les points 
0, ti, t,..., t 1, 8 du lien; soient ds, d2,..., On les cdtés de cette 
ligne brisée, il est clair que lon aura 


s x N 
Ch Si Wb Se" aon hn 


are 


or le second membre est compris entre le plus petit et le plus 
grand des nombres 


: ‘ fe 
9) Gy On - 
by ye an by oa a "8 ea by" 
: : é A 
je désignerai par oe le plus grand de ces nombres : @, (i: 
i tak 


sont deux consécutifs des nombres @, t,, &,..., 6 et A, est la dis— 


tance des points correspondants du lien, on aura alors 

8 —_— ¢g = By nel oly 
On peut raisonner sur l’intervalle (~,, 61) comme on a fait sur 
Vintervalle (z, f) et poursuivre indéfiniment ; on formera ainsi une 


suite infinie d’intervalles (7, @), (a1, 61),.-. (%p. Bp)... doné cha— 
cun est contenu dans le précédent; les écarts de ces intervalles 
vont en diminuant; rien n’empéche de s’arranger pour qu il 
décroissent indéfiniment; si l’on suppose donc que lon a 


: R 
lim. (cp) 
p= 


et (iu, Bey. auront une limite commune & et qu’on pourra écrire 


) = 0, il est clair que les deux suites infinies 1, Z,... 


gh as, Cay a ho a ay gu ee ee 


Si, maintenant, on désigne par 0”,, et 0%, les distances des points 
- 


%,, Sp au point €; on aura 


le second membre est d’ailleurs compris entre le plus grand et le 
plus petit des deux rapports 
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pourvu que p soit assez grand, chacun de ces deux rapports est 
aussi voisin qu’on le veut de V (é); la suite d’inégalités 


a ee 


exige donc que l’on ait 


p—. 
En reprenant la démonstration, on s’assurera sans peine quon 


peut affirmer l’existence d’un nombre appartenant a |’interyalle 
(@, (2) tel que l'on ait 


sauf dans le cas oti le lien (T) se réduit au vecteur qui va de l’ori- 
gine du lien & son extrémité et ol les fonctions 9 1), U/f sont du 
premier degré en 1. 
Un raisonnement tout pareil montre, en supposant que le lien ‘T 
a 


ait une longueur S(a, %), qu’il y a un nombre é’, appartenant a 
Vintervalle (z, 6) pour lequel on a 


Il suffit, pour cela, de partir de légalité 


ICH Mei CEN SCAR NE ore rere) 
a = SS eae ee 


dans laquelle le second membre est plus grand que le plus petit 
des rapports 


S(2,t) S(t. 4) Di taoas 2) 
/ gree, pies ram . 


349. — Reprenons, en supposant toujours Z< ly <b. < 6, 
la ligne brisée inscrite dans le lien; si l'on suppose que les fonc— 
lions g(t), U/l) admettent des dérivées dans Vintervalle (a, f), on 
pourra appliquer le premier théoréme du précédent numéro aux 
intervalles (%, l1), (41, &),..., (ty 4 ¢,) et affirmer l’existence de 


nN); 


— or 


g ois ie - 
7 Ya 7 - 6 
7 = - Vie 


a=5 - 7 - 
tsa 7 a : 
+ P am 
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nombres 2,, 2,,..., 2, appartenant respectivement a ces intervalles, 
tels qu’on ait 


ie 
G 


Ses ae 


et, par suite, 
Gy +%2+... + Oy (tr — 21) VE.) + (2— t,)V(&) +... +(%— fig) Veale 


Supposons que la fonction V ‘l, soit bornée et intégrable dans |’in- 
tervalle “%, &; pourvu que les intervalles partiels soient suffi— 
samment petits, le second membre est une valeur aussi approchée 
qu'on le veut de l’intégrale 


[ vou: 


donc, pourvu que les intervalles partiels soient suffisamment petits, 
la longueur de la ligne brisée inscrite reste au-dessous d’un nombre 
fixe; elle reste donc toujours au-dessous de ce nombre fixe, puis— 
quelle ne peut qu’augmenter quand on subdivise les intervalles 
partiels; l'ensemble (L) du n’ 346 est borné en haut et l’on a, en 
reprenant les notations de ce méme numéro, 


ao 


(1) S(2,8)< | Vd, 


bs 


puisque la différence entre S(z, %) et 0, + 02+ ... + 0, est aussi 
petite qu'on le veut, pourvu que les intervalles partiels soient 
suffisamment petits. On peut maintenant appliquer la seconde pro- 
position ; elle conduira a une inégalité de la forme 


S(az, 8) = S(q, 4) + 5(h, 4) +... + S(64, P) 
= (4 — 2) VG) + (4 — 4) VE) + -.- + (2 — ns) VG), 


en désignant par 2, 23,-.-, £,, des nombres qui appartiennent res— 
pectivement aux intervalles (z, t;), (4, &-.-, tas, &. Le dernier 
membre, pourvu que les intervalles soient assez pelits, est une 
valeur aussi approchée qu’on veut de 


3 
fi V(ijdt; 
Zz 
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on a donc 
@ 
(2) Sz [Vina 


Par conséquent, lorsque les fonctions o({), (1) ont des dérivées 
dans lintervalle (¢, (2) et que la fonction V (7) est bornée et inté- 
erable, on a, en vertu des inégalités (1) et (2), 


5 (z, 8) mae NCE yaa 


Lorsqu’on suppose que la fonction V (¢) est continue et ne s’annule 
pas, la démonstration peut se faire d’une fagon beaucoup plus facile 
en se fondant sur ce que le rapport 


tend uniformément vers V (/), quand h tend vers o. 


320. — Considérons le lien définit par les formules 


Je supposerai, dans tout ce numéro, que les fonctions 9 (1, 
U(L) admettent, dans Vintervalle (%, %), des dérivées continues 
g(t), Y(t) qui ne s’annulent pas pour une méme valeur de /. En 
chaque point du lien, il y a alors une tangente. 

Si gf ne s'annule pas 4 lintérieur de Vintervalle (%, 6), la 
fonction o(/) est ou constamment croissante, ou constamment dé- 
croissante dans Vintervalle (¢, 6). On a alors affaire & un lien élé- 
mentaire du type -b’. Il est clair, d’aprés cela, que le lien appar- 
tient au type .& lorsqu’il est simple et que l'une des dérivées o'(1), 
V(L), supposées continues dans Vintervalle (z, 2). ne siemens 
qu'un nombre fini de fois dans cet intervalle. 

Reprenons la supposition antérieure ; 4 intérieur de l’intervalle 


z, (2), la fonction g'(/) ne s’annule pas; ajoutons a cette suppo— 


5 : vit 
sition la suivante : la pente ne de la tangente, qui est alors 


évidemment continue pour toutes les valeurs de ¢ intérieures 
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a Vintervalle, est toujours croissante, ou toujours décroissante, 
pour chacune de ces valeurs. Je n’exclus pas d’ailleurs le cas ot 
lune des quantités ¢'(%), o'(() serait nulle. Quoiqu’il en soit, la 


Y'(2) 


fonction ad peut atteindre qu'une fois une valeur donnée 
rf 
quand / croit deg A p. 
Je dis que, sous les conditions prescrites, le lien ne peut avoir 


plus de deux points communs avec une droile. 
Cela revient a dire que l’équation 


ag(t) + bY) +e—=o 


ne peut avoir plus de deux racines appartenant a lintervalle 
C; {) ; si, en effet, le premier membre de cette équation s’annulait 
pour trois valeurs ¢, ¢,, ¢ (4, <i 4, < t,), sa dérivée 


sannulerait pour une valeur de / comprise entre é, et ¢, et pour 
une autre valeur comprise entre ¢, et /,, ce qui est contraire aux 
hypothéses. On remarquera que si cette dérivée s’annule pour 
t=, ou pour 1 = f, elle ne peut s’annuler pour aucune autre 
valeur appartenant a l'intervalle (a, Bye que si elle s’annule pour 
une valeur / = ¢, intérieure a cet intervalle, elle change de signe 
pour cette valeur. Si la dérivée ag'(t) + bv'(t) ne s’annule pas a 
Yintérieur de Vintervalle (¢, (2), la fonction ap(t) + bb(t) + 
varie toujours dans le méme sens, quand / croit de aa Bs et ne 
peut done s’annuler qu'une fois. Cette méme fonction peut s’annu- 
ler une ou deux fois, si ag'(t) ae by’ (t) admet une racine /,, com- 
prise entre ~ et @ : dans ce cas, la fonction ao(t) + bb(t) +e 
varie toujours dans le méme sens dans l’intervalle (z, ¢,) et dans 
le sens contraire dans lintervalle (t), wie Elle peut s’annuler, ou 
non, 4 l’intérieur de chacun de ces intervalles; lorsqu’elle s’an— 
nule ainsi, pour une valeur autre que /,, elle change de signe en 
s’annulant, le lien traverse alors la droite. Enfin si la fonction 
ay(t) + bb(t) + ¢ s’annulait pour la valeur ¢ =f, qui annule la 
dérivée, elle ne pourrait s'annuler pour aucune autre valeur de / 
appartenant 4 l'intervalle (%, (2), et ne changerait pas de signe 
pour t= fy; la droite, qui serait alors la tangente au point {), 
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n’aurait qu'un point commun avec le lien et celui—ci resterait, 
abstraction faite du point de contact, tout entier du méme cété de 
la droite. Cette derniére conclusion s’appliquerait au cas oti la 
droite considérée serait tangente a lorigine ou a lextrémité du 
hen. 

En résumé, sous les conditions imposées, la droite peut ne pas 
avoir de point commun avec le lien, le traverser une ou deux fois, 
lui étre tangente en le Jaissant alors tout entier d'un méme cété. 

Lorsque les fonctions o'(t), U'(1) admettent elles-mémes des dé- 
rivées o'(1), U"(1), que je supposerai aussi continues dans Vinter— 
valle (z, 3), Vhypothése relative a la fonction at revient 4 dire 


que la fonction 
of (t) ¥"(t) — V(t e"(t) 


garde le méme signe dans l’intervalle (z, 5). Il est alors aisé de 
reconnaitre que, si l’on regarde Ja direction de la tangente au point 
{, comme étant celle qui correspond aux valeurs croissantes de f et 


que déterminent les quantités ¢’(¢,), U'(1,) considérées comme des 
parameétres directeurs, le lien reste constamment & gauche ou a 


droite de sa tangente suivant que la quantité ¢'(f)U"(l) — (Dole 
fo) 1 Ne, PSA I PA ge 


est positive ou négalive. 
La direction sur la normale au lien, qui, en partant du point 


f,, est & gauche de la tangente, a pour paramétres directeurs les 
a 7 ae 
quantités — v'(t,), '(t)). 


Le lecteur reconnaitra sans peine. que, sous le bénéfice des sup- 
positions qui ont été faites au début de ce numéro, la distance 
dun point variable ¢ du lien & un point fixe ¢, du méme lien, va 
en augmentant quand la valeur absolue de la diflérence t — é, aug- 
mente, pourvu que cette valeur absolue reste suffisammient petite. 
Il en conclura qu'un cercle de rayon suffisamment petit, de centre 
ly (% <tj <3) ne rencontre le lien qu’en deux points, corres— 
pondant a des valeurs ¢, /’ entre lesquelles 7, est compris. Le lien 
décompose l’intérieur du cercle en deux continuums; il est, pour 
ces deux conltinuums une partie de la frontiére. 

Je désignerai sous le nom d’are élémentaire un lien qui peut étre 
défini par les formules 
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ott les fonctions g(t), Yt, continues dans Vintervalle (@, £) sa— 
tisfont aux conditions qui vont étre énumérées. 

Les fonctions g(t, Y(t admettent dans l’intervalle @, /) des 
dérivées continues o'(/), vt). Aucune de ces dérivées ne s’annule 
4 Vintérieur de lintervalle (z, 6), & moins d’étre constamment 
nulle dans cet intervalle, auquel cas lautre dérivée ne s’annule 
pas ; ainsi on n’exclut pas Je cas ot le lien se réduirait 4 un seg- 

Y'(1) 


ment de droite paralléle & lun des axes. La fonction Z(t) est ou 
Ww 


if 


croissante ou décroissante pour toute valeur de ¢ intérieure a l’in- 
tervalle (~, 5); il résulte de cette hypothése que, si g'(¢) s’annule 
pour l'une des bornes, le précédent rapport tend soit vers + 0 , 
soit vers — x , soit vers une limite, quand / s'approche de cette 
borne. 

. Je réserverai le nom de courbe aux liens qui peuvent étre dé- 
composés en un nombre fini d’arcs élémentaires. Une courbe est 
simple dans les mémes conditions qu’un lien. 

Lorsque, dans la figure formée par un lien simple du type .b et 
le continuum intérieur, le lien est une courbe, je désignerai cette 
figure sous le nom de domaine simplement connexe ou de domaine 
simple. La courbe frontiere est alors souvent désignée sous le 
nom de contour du domaine ; l’intérieur du domaine est le conti- 
nuum intérieur A la frontiére. La figure formée par une courbe 
fermée simple, m courbes fermées simples intéricures a la pre- 
miére et extérieures les unes aux autres et par le continuum en- 
semble des points intérieurs 4 la premiére courbe et extérieurs 
aux m autres est un domaine m + 1 fois connexe ; l’intérieur de 
ce domaine est le continuum qu'on vient de définir; sa frontitre 
est formée de m + 1 contours. Un domaine m + 1 fois connexe 
peut ¢étre décomposé en deux domaines simplement connexes au 
moyen de m + 1 courbes simples (n° 342). 
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CHAPITRE X 


NOMBRES IMAGINAIRES 


324, — Les nombres imaginaires (ou complexes) s’introduisent 
-dans Ja résolution de |’équation du second degré 


e+ pe + 9—0, 


ou p, g sont des nombres réels. Les expressions que l'on trouve 


pour les racines, 


a ee) ee 
Stee, \ 4 me 
; oes p? : eee 
n ont de sens que si lon a eg) =o, et l'on sait d’ailleurs que 


I’équation ne peut étre résolue que dans ce cas. 
Si dans le polynome a + px + q, on remplace « par 


—? 74/5 9. et que l’on développe les calculs, ce qui 


9 
a : q jie ae 
d’aillewrs n’a de sens que si : — gest positif ou nul, on constate 


-que le radical disparait de lui-méme, et que, si l'on remplace 
: 


son carré par 4 — q, le résultat est identiquement nul. La suppo- 


2 


atte #) Ses ae 5 
sition que 5 cael | est posilil ou nul nintervient que pour donner 


‘un sens au calcul. 


: 
Oe Sek AS . 
Lorsque Paes q est négatif, quel sens peut-on attribuer A ce 


A 


résultat du calcul, que l’on traduit en disant que |’équation du 
‘second degré a une racine imaginaire de la forme a + /—z@, ou 


Py 
a est le nombre positif q — . D 
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Plus généralement, quelle signification peut-on attribuer a 
Vassertion suivante : 

Un polynome donné f(x) & coefficients numériques réels admet 
la racine imaginaire a + /— z, ot a et % sont des nombres réels 
donnés, le second étant posilif > 

Cette facgon de parler exprimera le méme fait que tout a lheure : 
en remplacant dans f(a), # par a + ¥— z, développant les puis- 
sances de a + V¥—4¢ par la formule du binome comme si — & 
était posilif, remplacant partout V—z V—z par — 2, les termes 
qui contiennent /— en facteur se détruisent et il en est de 
méme des autres, Les calculs que l'on a faits, &la vérité, n’ont pas 
de sens, mais il n’y aura plus aucune difficulté en procédant 
comme il suit : 

On commence par remplacer « par u -+ Vv, u et v étant des 
indéterminées, on développe les puissances de uw + Vv suivant la 
formule du binome, en remplagant partout Vat par v0, (Vv) 
par v” et l'on met le résultat sous la forme 


o(u, v) + Vv Y(u, v), 


giu,v, Yu, v) étant des polynomes entiers en u, v; dans ces 


polynomes on remplace u par a et v par — %: dire que le poly— 


nome f «) admet la racine imaginaire a + ¥ — %, c'est dire que 
Yona 
e(a4,—%) =o $(a,—a24)=0. 
Or, si dans le polynome f 2) on avait remplacé # par wu + 1 Vv, 
au lieu de le remplacer par u + //”, et si l’on avait fait les mémes 
calculs, c’est-a-dire si l’on avait, apres le déy cloppement des puis- 


sances, remplacé © iyo Bre ee penta) — Pu ‘niVv, et (iv) par 
(Pn, il est clair que l’on aurait trouvé 


o(u, Vv) + iv v(u, Pv). 


Les deux équations g(a, — %) = 0, ¥(a, — &) = O peuvent 
s interpréter en disant que les deux polynomes en 7”, 


o(a, 2), Y(a, Pa) 


s'annulent quand on y remplace par — 1, ce qui revient a dire 


a 
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quwils sont divisibles par + 1. Il en est de méme évidemment du 


polynome en z 


o(a, ®a) + iva ¥(a, 22) 


qui peut étre regardé comme le résultat de la substitution de 
a+ivVea la place de «. Réciproquement, ce polynome env ne 
peut étre divisible par ? + 1 que si les deux nombres 9a, — Zz) et 
(a, — @) sont nuls : ces deux nombres sont en effet les restes de 
la division par 7? + 1 des deux polynomes (en 2) g(a, ra), 
bia, ?a), d’ot l'on conclut immédiatement que 


a) 


e(a,— 4) + iva ¥(a, 


est le reste de la division par ? + 1 de 


2(a, Pa) + t/a U(a, 12), 


rf 


reste qui ne peut étre nul que si g(a, — Z) et )(a, —) sont nuls, 
puisque l’on suppose % > o. 

Voici donc le sens précis que nous sommes amenés A donner A 
cette assertion : le polynome /f\2) admet la racine imaginaire 
a+yV—z. Elle veut dire : quand on remplace dans ce polynome 
@ par a 4- iva, le polynome en ¢ que lon obtient ainsi est divi- 
sible par 7? + 1. 

Le théoreme fondamental de l’Algébre peut s’énoncer ainsi : 
Ktant donné un polynome f(x, 7) & deux variables a et 7, d coeffi- 
cients numériques réels, il existe deux nombres réels a, b tels que 
le polynome (en 7) f(a-+ bi, i), obtenu en remplacant a par a-+ bi, 
soit divisible par @ 4- 1. Sil’on ordonne le polynome f a, i) par 
rapport & «, les coefficients des diverses puissances de « deviennent 
des polynomes env; rien nempéche évidemment de substituer A 
ces polynomes les restes que lon obtient en les divisant par 
P+ 1, puisyue la partie que lon supprime ainsi est toujours diyi- 
sible par (’+- 1: on ne restreindra donc pas la généralité de l’énoncé 
en supposant, comme on le fait d’habitude, que le polynome 
f(x, i) est du premier degré en i. C’est & Gauss que l'on doit les. 
premiéres démonstrations de ce théoréme, et lune de celles qu'il 
a données reste, & un certain point de vue, supérieure A toutes 
les autres, malgré ce qu’elle a de compliqué et de détourné, parce 
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quelle semble réduire au minimum la partie de la démonstration 
qui nest pas algébrique. Le seul postulat qui, dans la démons- 
tration de Gauss, n’appartient pas A la pure Algébre est en effet le 
suivant : toute équation de degré impair, A coefficients réels, 
admet une racine réelle. Cette proposition est contenue, comme 
cas particulier, dans Pune de celles que l’on a établies au n° 166. 

Ce théoreme laisse prévoir l'importance de Vintroduction en 
Algebre des nombres dits imaginaires. Ges nombres ne jouent pas 
un réle moins important en Analyse, ainsi que cela avait été re- 
-connu longtemps avant que leur signification ne fit précisée. I 
reste a définir ces nombres et & expliquer les régles de calcul qui 
les concernent : ce qui précéde justifiera et leur introduction, et 
les regles de leur calcul. Le lecteur, auquel le sujet est sans doute 
familier, me permettra de le traiter briévement. 


322. — Un nombre imaginaire est, par définition, une expres— 
sion % + (i, du premier degré en 7, ot %, (2 sont des nombres 
réels qui peuvent d’ailleurs étre quelconques, express*on soumise 
ades regles de calcul qu’on va expliquer; pour le moment, on 
‘doit porter son attention sur ce qu’un tel nombre est défini quand 
on se donne les deux coefficients (réels) au moyen desquels est 
formé le binome du premier degré par lequel il s’exprime : ces 
deux coefficients 7%, ie ne jouent pas le méme rdle, le premier % 
est la partie réelle du nombre imaginaire, le second est le coe/fi- 
cient de i. 

On fait rentrer les nombres réels dans les nombres imaginaires 
en conyenant de regarder % + [5/, lorsque ie est nul, comme étant 
la méme chose que le nombre réel ¢. En particulier lorsque % et 
sont nuls, le symbole % + (i est la méme chose que le nombre 
réel o. Lorsque la partie réelle ~ est nulle, on dit que le nombre 
% + (Zi, ou Gi, est purement imaginaire. 

On dit que les nombres imaginaires % + [2i, 4! + (i; ot g, F, 
Z', ie sont réels, sont égaux lorsque ces nombres sont les mémes, 
c’est-a-dire lorsque l’on a % = 7’, 6 = (3'. Cette définition, d’une 
part, s'applque lorsque les coefficients de i sont nuls, c’est-a-dire 
dans le cas ot les nombres imaginaires se réduisent 4 des nombres 
réels; d’autre part elle satisfait évidemment aux conditions de 
toute définition de l’égalité (A = A, A —B entraine B= A: 
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A =CetB=C entrainent A=B). Enfin les définitions des opé- 
rations seront telles qu’on pourra dans ces opérations remplacer, 
sans changer le résultat, tel nombre imaginaire que l'on youdra, 
par un nombre imaginaire égal. 

On définit d’un seul coup l’addition, la soustraction, la multipli- 
cation effectuée, sur des nombres imaginaires, en disant que ces 
opérations se font comme si les expressions % +- (i étaient des bi- 
nomes ordinaires du premier degré, si ce n’est qu'on remplace le 
résultat, ordonné par rapport 47, par son reste relativement a 
2+ 1: ce reste, étant Jui-méme un binome du premier degré en 
i, est un nombre imaginaire. 

Rien n’empéche de désigner par une seule lettre un binome du 
premier degré en i ou, si on veut, un nombre imaginaire. Si 
A, A’, A’, .., désignent les binomes + Zi, a’ + fi, z" -+ ('t,..., 
(01) Aa OP Al io gz", 3", ..., sont des nombres réels, le résultat d’opé- 
rations d’addition, de soustraction, de multiplication... effectuées 
sur les nombres imaginaires A, A’, A’, ..., s obtiendra. d’apres ce 
que l’on vient de dire, de la facon suivante : 

Considérons un certam polynome en A, A’, A’, ..., tel, par 
exemple, que 


(A — A’) A + A’A” — AAYA"+ 2... 


On y remplacera A, A’, A’, ... par % + fi, a’ + Bi, a” + §%G, ..., 
on développera et on ordonnera par rapport d /, puis on divisera 
le polynome en / ainsi obtenu par ? + 1, le reste sera le résultat 
cherché. 

On a en particulier 


A+ A’ =a +a’ + (B+ 8’) i, 
A — A’ = q —a! + (8 — Bi, 
AA’ == aa’ — 6B! + («8 + a8) t. 


Revenons au cas général : il est clair que le reste de la division 
par 7? + 1 n’est pas modifié quand, dans le polynome en \, A’, ..., 
on remplace soit un terme de ce polynome, soit un produit de 
facteurs dans un terme, par le reste de la division par i? + 1 de ce 
terme ou de ce produit de facteurs. Cette simple remarque permet 
trés facilement l’extension aux nombres imaginaires des propricles 
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fondamentales de l’addition et de la multiplication 


A+ A’=A’‘-+A, KASS AN, 
A + (A’+ A") = (A+ A')+ A", A(ATA”) = (AAYA’, 
Ne OA A Se r= A, 


A(A’ + A”) = AA’ + AA", 


Le seul nombre qui, ajoulté a A reproduise A est o. Le seul 
nombre qui ajouté 4 A donne pour somme A’ est A’ — A; en par- 
ticulier le seul nombre qui ajouté & A donne pour somme o est le 
nombre — A = — z — fi, symétrique de A. 

Si n est un nombre naturel, 7” est égal 4 1, 7, — 1r, — i suivant. 
que le reste de la division de n par 4 est 0, 1, 2 ow 3. 

Le fait que, en vertu des regles admises, 7? est égal 4 — 4 
explique que l’on emploie souvent le symbole y — 1, qui par lui- 
méme est dénué de sens, avec la méme signification que la: 
lettre v. 

Un produit de facteurs imaginaires ne peut étre nul que si l'un. 
de ses facteurs est nul; cela est clair, si lon se reporte a ce théo- 
réme d’algebre : le produit de plusieurs polynomes premiers &: 
? + 1 est premier 47° +1 : cela sétablit directement sans aucune 
peine. La proposition s’étend immédiafement a trots, quatre, ...- 
facteurs. On en retrouvera d’ailleurs la démonstration, un pew plus 
Join, sous une autre forme. 

Il reste, pour en finir avec les opérations rationnelles, 4 définir 
le quotient de deux nombres imaginaires A — 7 + (Si, A’ = a! + iva 
Cette définition résulte de la proposition suivante. 

Si A’ n’est pas nul, if existe un nombre imaginaire x yt, et 
un seul, tel que son produit par A’ soit égal 4 A. Ce nombre 
_ unique est, par définition, le quotient de la division du nombre: 
imaginaire A par le nombre imaginaire A’: dire que lon a 


a + fli = (a! + Blu) (w +i); 


c'est, en vertu des conventions précédentes, dire que l'on a 


je 8 


a'x — Bly 
Ete oi GE 


le déterminant ~’* + 4’° de ces deux équations en x, y n’étant pas- 
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nul, par hypothése, ces équations admettent une solution et une 
seule a savoir 


est, par définition, le quotient de la division de % + fi par z'+ (37. 

Lorsque @ et 5’ sont nuls, Jes équations précédentes n'ont pas 
de solution, sauf dans le cas ot & et 6 seraient nuls, auquel cas, Ja 
solution est enlicrement indéterminée. Pour les nombres imagi- 
naires, comme pour les nombres réels, la division par o n’a pas 
de sens. 


La regle donnée plus haut pour évaluer i” s’étend au cas ot rn 
; Sent ae EE I : f } 
est un entier négatif; en particulier 7‘ ou est égal a — 1. 


Lorsqu’il s’agit de nombres réels, les propriétés des fractions 
généralisées (dont les termes sont des nombres réels quelconques } 
résultent de ce que la valeur d’une telle fraction est le seul nombre 
qui multiplié par le dénominateur reproduise le numérateur, et 
des propriétés de l'addition, de la soustraction et de la multipli- 
cation : ces diverses propriétés ayant été étendues aux nombres 
imaginaires, les proprictés des fractions dont les termes sont des 
nombres imaginaires s’en suivent immédiatement, Ainsi on peut, 
sans changer la valeur (définie plus haut) d’une telle fraction, 
multiplier ou diviser les deux termes par un méme nombre, diffé- 
rent de o, etc. 


323. — Ona dit plus haut qu’un nombre imaginaire « + yi, 
était défini par le couple de nombres réels (x, y). En employant 
le langage expliqué dans le chapitre précédent, on peut appeler 
point ce couple de nombres réels ; la partie réelle a est labscisse, 
le coefficient y de c est Vordonnée de ce point. Le nombre imagi- 
naire « + yiest dit Vaffixe du point dont les coordonnées sont 
x, y; on dit que le point (x, y) représente le nombre imaginaire 
« + yl. Dans bien des cas, il est commode de confondre le point 
et Vaffixe, de dire le point « + yi pour dire le point dont les 
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coordonnées sont #, y. En ce sens, Je point o est lorigine des 
coordonnées. Quand y est nul, c’est-A-dire quand le nombre ima- 
ginaire # -+ yi se réduit & un nombre réel, ce nombre est repré- 
senté par un point de l’axe des abscisses, que, pour cette raison, 
on appelle aussi axe des quantités réelles, ou plus briévement axe 
réel : J’emploierai les termes un peu incorrects axe posilif, axe 
négalif pour désigner les demi-droites sur lesquelles sont situés les 
points qui représentent respectivement les nombres positifs et les 
nombres négatifs. 

Un nombre purement imaginaire yi est représenté par un point 
situé sur l’axe des ordonnées, ou axe des quantilés purement ima- 
ginaires, ou encore axe imaginaire, par un point situé au-dessus 
de l’axe des abscisses, ou au-—dessous suivant que y est positif ou 
négatif. Je dirai, suivant les cas, que ce point est situé sur l’axe 
des ordonnées positives ou sur l’axe des ordonnées négatives. 

Il va de soi que cette représentation géométrique peut étre re— 
gardée soit comme un simple mode de langage, soit comme une 
représentation géométrique vérilable, si l’on attribue une réalité 
au plan, aux points, ... Elle fournit pour l'emploi des nombres 
imaginaires des figures qui sont extrémement utiles pour s’orienter. 

Au lieu de représenter le nombre imaginaire « + yi par un 
point A, on peut le représenter par le vecteur OA dont l’origine 
est l’origine des coordonnées (ou le point o), et l’extrémité le point 
A ou x + iy. Il est souvent commode de dire d'un vecteur quel- 
conque qu'il représente un nombre imaginaire : on entendra que 
ce nombre est représenté par le vecteur OA, équipolleur au vec-- 
teur considéré, dont lorigine est le point o. 

La longueur du vecteur OA, ou la distance du point « + yi a 
lorigine des coordonnées, est ce qu’on appelle la valeur absolue ou 
le module (‘) dunombre imaginaire « -+ yi. Ainsi la valeur absolue 
d’un nombre imaginaire est la racine carrée arithmétique de la 
somme des carrés de la partie réelle et du coefficient de 7 dans ce 
nombre. La valeur absolue est un nombre essentiellement positif, 
sauf dans le cas oti le nombre imaginaire considéré est nul, auquel 


(‘) IL me parait désirable de rejeter cette dernicre expression, dans cc sens, 
Le mot module a déji, en mathématiques, trop de significations diverses, en 
dehors de celle-la. 
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cas sa valeur absolue est nulle : lorsque Je nombre imagimaire se 
réduit 4 un nombre réel, la valeur absolue a la méme signification 
que dans la théorie des nombres réels. La valeur absolue d'un 
nombre purement imaginaire est la valeur absolue dw coefficient » 
de i dans ce nombre. 
La valeur absolue d’un nombre réel ou imaginaire z se repré- 
semte par |]. 
L’argument d'un nombre imaginaire « + yi, représenté par le 
poimt A, est Pune quelconque des, va- 
¥ leurs de l'amgle dont le premnuer coté 
est la direction positive de l’axe des 
abscisses et le second cdté la denn 
droite qui a la méme origine et le 


meme sens que le vecteur OA; cet 
argument est détermmné a un maltiple 
entier de 27 pres. 

Lorsque le nombre a + yi se rédutt & un nombre réel, c’est-a- 
dire lorsque y est nul, son argument peut étre pris égal & @ si & 


est posilif, ’ — mz owa 7 si x est négalif; argument d'un nombre 


© 


purement imaginaire yi peut ¢tre pris égal 4 + ~ ow & — © sui— 


3 | 


wi aw 


vant que y est positif ou négatif. 

L’argument de o est radicalement indéterminé. 

La valeur principale de l’argument (ou l’argument principal) du 
nombre « + yi est celui des arguments qui est compris entre — = 
et + 7; elle est enticrement déterminée lorsque « + yi mest pas. 
un nombre négatif ou nul. . 

La valeur absolue et Vargument peuvent ¢tre encore définis 
comme il suit : 

Etant donné le nombre imaginaire x +- ty, ou les nombres réels 
«x, y, il existe un nombre positif a et une infinité de nombres 9 for- 
mant une progression arithmétique dont la raison est 27%, qui véri- 
fient les deux ¢quations 


go cos & = a, o sir & — ys 


p= Va? + y? est la valeur absolue du nombre imaginaire # + yi; 


cette valeur absolwe étant déterminée, el étant supposée différente 
de o, langle 9 est déterminé, & 27 prés, par les formules con- 
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cordantes 


x ; 
cos § = —, sin 0 = 

is) (0) 
i) 


\ 


qui entrainent 


Il suit de 1a qu’un nombre imaginaire « + yi dont la valeur ab- 
solue et l’argument sont respectivement a et 9 peut s’écrire 


o (cos 6 + isin 6) ; 


c’est la forme trigonométrique d'un nombre imaginaire. Inverse— 
ment, pourvu que ¢ soit positif, cette forme représente un nombre 
imaginaire dont la valeur absolue est pet largument 6, ou & aug- 
menté de tel multiple entier de 2 que l’on voudra. 

Pour que deux nombres imaginaires soient égaux, il faut et il 
suffit que leurs valeurs absolues soient égales et que leurs argu- 
ments different d'un multiple entier de 27. 

A chaque nombre imaginaire « + yi correspond le nombre ima- 
gimaire 2 — yi qui est dit conjugué du premier; celui-ci est le 
conjugué du second. Deux nombres imaginaires conjugués sont 
distincts, sauf dans le cas oti ils se réduisent A un nombre réel. Ils 
sont représentés par deux points symétriques par rapport a l’axe 
des abscisses ; ils ont méme valeur absolue ; leurs arguments sont 
symétriques. 

Deux nombres imaginaires symétriques sont représentés par 
deux points symétriques par rapport a lorigine. 


324. — Si les points A, (fig. 25) A’ représentent respeclivement 
les nombres imaginaires ~ + (37, @ + (31, lasomme de ces deux 
nombres sera représentée par l’extrémité du vecteur OA’ somme 
géométrique des vecteurs OA, OA’. La différence 2+ pi— (a +i) 
sera représentée par le vecteur qui va du point A’. dont laffixe 
est le nombre a retrancher # + (31, au point A d’affixe z + (2, 
ou encore par l’extrémité A” d’un vecteur partant du pomt O et 
équipollent au vecteur A’A. 

En particulier les longueurs des vecteurs OA", A’A sont les va— 
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leurs absolues de la somme et de la différence des nombres 
a+ Bi, a + fit. 

La valeur absolue de la somme ou de la différence de deux 
nombres est au plus égale 4 la somme des valeurs absolues, et au 


moins égale 4 la différence des valeurs absolues de ces deux 
nombres, 


Si l’on considére les deux nombres imaginaires 


2 (cos 6 + 1 sin 9), o’ (cos 6’ -++ 7 sin 0) 


i) i) 


dont les valeurs absolues et les arguments sont respectivement 


As 9, ¢, 9, leur produit est 


oo’ (cos 9 + i sin 0) (cos 6’ -+ sin 6’) 
== 00’ (cos 9 cos 4’ — sin @ sin 6’ + 1 (cos 8 sin 6’ + cos 6’ sin 6)) 


= po! |cos (8 + 0’) + isin (0 + 6')). 


Ainsi la valeur absolue du produit de deux nombres imaginaires 
est le produit des valeurs absolues de ces deux nombres ; Vargu- 


A" 


Fig. 25, Fig. 26, 


ment du produit de deux nombres imaginaires est la somme des 
arguments de ces deux nombres ; les propositions s’étendent im- 
médiatement au produit de trois, quatre, ..., facteurs. 

La proposition relative 4 la valeur absolue d’un produit fournit 
évidemment une nouvelle démonstration de ce qu'un produit de 


nombres imaginaires ne peut étre nul que si l'un des facteurs est 
nul. 
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Le produit de deux nombres conjugués est le carré de la valeur 
absolue de l’un ou l’autre de ces nombres. 

Le produit de deux nombres imaginaires ne peut ¢tre réel que si 
la somme de leurs arguments est un multiple de z. 

La multiplication du nombre imaginaire que représente le point 
A’, par le nombre imaginaire que représente le point A (fig. 26) 
peut s’interpréter comme il suit. On fait tourner autour du point O 
le vecteur OA’ d’un angle égal a l’argument du vecteur OA ; sur la 
direction ainsi obtenue on prend un point A” tel que la longueur OA’ 
soit égale au produit des longueurs OA, OA’. On peut dire encore 
que le point A” s’obtient en construisant sur OA’ un triangle OA‘A’ 
directement semblable au triangle OUA, dont le sommet U est le 
point d’affixe 1. 

En particulier la multiplication d'un nombre par /, ou par — 1, 
revient a faire tourner autour de O le vecteur qui représente le 


Tt 


Tv 
nombre de l’angle + ~, ou — -- 
2 2 


Du théoreme sur le produit de deux nombres résulte le théoréme 
que yoici sur le rapport. 

Le rapport de deux nombres imaginaires a pour valeur absolue 
le rapport des valeurs absolues de ces deux nombres et pour argu- 
ment la différence entre les arguments de ces deux nombres. L’ar- 
gument du rapport des deux nombres représentés par les points 
A’, A est langle dont il faut faire tourner le vecteur OA pour 
l'amener sur le vecteur OA’. 

Le théoréme sur la multiplication appliqué a m facteurs égaux a 
cos § + isin 9 donne la formule de Mowre 


(cos 9 + i sin 9)” == cos m) + i sin md, 


qui peut, si l’on veut, étre regardée comme un cas particulier de la 
formule 


\ 
} 


(cos 6, + isin 6,) (cos 6, + isin 6.) ... (cos 6,, + i sin 9,,,) 


= cos (0, + 6,-+... + 4,) +sin (6, + 6, + ... + 9,,). 


En développant (cos 9 + isin 9)” par la formule du binome, et 


*3 


tenant compte des valeurs de Pe. Tent Deis égalant dans les 


deux membres les parties réelles et les parties imaginaires, on 
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trouve des démonstrations immédiates des formules 


mn — 1 
cos m) = cos” § — se leh cos”—? 9 sin? 0 
m (m-— a) tm — o) (Aa —3 ors 
+ - ( ) si ) ( -—- ) cos”—* 6 sim* 6 +... 
19h 
=cos0| in etal | _m este lina ata <a, ! 
1.2 I... D..d./4 
é ; m 5 m (m— 1) ({m— 2) : 
sin m0 — —- cos” —_*0-sin © ( ){ cos™—°0 sin*8 + ... 
I 1.2.3 
m m (m — 1) (m —2 
== eos” 9 (F tg 0— | ) =>) te o+. ..| 
I tao 


déja utilisées au n° 497. De méme la formule générale fournit les 
relations 


cos (0, + 0,-+ ... + 9,,) = cos 0, cos 0,... cos 0,, (t—S,+5,—S,+ 


gt oe 


sin (4, + 0,-++...+0,,) = cos 6, cos 0,... cos 0, (S$, — 8, +5, — .-..) 
: Leia a2 ate 

ot S,, 82, S,, ... désignent la somme de tg 0,, tg 8, ..., ig Im, la 

somme des produits deux & deux, trois 4 trois, ... formés avec les 


mémes quantités. 

En réunissant les théorémes relatifs aux valeurs absolues d'une 
somme et d'un produit, on obtient la proposition suivante : 

La valeur absolue d’une somme de produits de nombres imagi- 
naires est-inféricure ou égale 4 la somme des produits des valeurs 
absolues de ces nombres. 

Ou encore 

Sil’on considére un polynome dont les coefficients soient tous 
positifs, et si l'on remplace dans ce polynome les variables par des 
nombres imaginaires, la valeur absolue du résultat est au plus 
égale au nombre positif obtenu en remplagant les variables par les 
valeurs absolues des nombres imaginaires qu’on leur avait d’abord 
substitués. 

On n’a considéré jusqu'ici que des opérations rationnelles effec- 
tuées sur des nombres imaginaires. 


325. — La recherche de la racine n”™ d’un nombre imaginaire 
% + (a1, c’est-a-dire d'une solution, par un nombre imaginaire, de 
léquation 


yn —— @ or Bi, 
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peut étre regardée comme un cas particulier de la recherche des 
racines d'une équation dont le premier membre est un polynome, 
racines dont l’existence est affirmée par le théoréme fondamental 
de l’algébre, mais la considération de l’argument permet d’obtenir 
immédiatement le résultat. 

Soient en effet 7 et @ la valeur absolue et l’argument du nombre 
cdonné % +6, pete la valeur absolue et l’argument du nombre 
cherché : on doit avoir 


p” (cos nw ++ 1 sin nw) =r (cos 0 + i sin 9), 
d’ou 


' pay ==) Se 2kr, 


o” =— TT 
ry 


k étant un nombre entier arbitraire ; on en conclut = Vroen don- 
ve . > . * eo ° 0) ae 2 hea 
nant au radical sa signification arithmétique, puis «) = ae 


ct 


= 0 ab hx eet, ai 2 ken. 
= UP OSs mane =F sin as": ’ 


est susceptible de n valeurs que l’on obtient en donnant a /: 
n valeurs incongrues suivant le module n, c’est-a-dire telles que 
la différence entre deux quelconques d’entre elles ne soit pas divi- 
sible par n, par exemple les valeurs 0, 1, 2, ..., 2 — 1; les n va- 
leurs de « sont figurées par n points situés sur le cercle de centre o 
et de rayon égal a Vr, formant les sommets d’un polygone régulier 
de n cétés. La valeur absolue de la différence entre deux d’entre 


n 


elles est au moins égale 4 2 //r sin n° OB peut les obtenir en mul- 


tipliant l’une d’elles, par exemple 


Ye i) aoe a) 
ve (cos — + tsin —};, 
n n, 


par les n nombres distincts 


aknx .. kr 
COs —— 7 Sim —— 
n n 


qui sont les racines de |’équation binome 
ee -— 2 i — 0s 


et que l’on appelle racmes nies de l’umité. 
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On observera que les racines nes de % + {Si peuvent s’écrire 


Tl 
ments de ~ + (i. Si l’on choisit cet argument, la racine, en un 


certain sens, est déterminée par cela méme; c'est, comme on le 


nye bes Lae ae a % = 
y! (cos fj == [) Sel ) en désignant pat 7) Yun quelconque des argu 


verra, une convention qu’il est souvent commode de faire. 


326. — La considération des ensembles de nombres imaginaires 
se confond en quelque sorte avec la considération des ensembles de 
points qui représentent ces nombres: les mots ensemble borné, 
point d’accumulation, ensemble clos, ensemble parfait s’entendront 
comme il a été expliqué au n° 282. 

On peut considérer de méme une suite infinie de nombres ima- 
eimaires ou de sports) '2y7 S55 ~es Saree s dire que cette suite a 
pour limite le nombre imaginaire Z, ou que z, admet, pour n 
infini, Z pour limite, écrire 

liven, 3, == 74 

r= 
cela signifie que, quelque pelit que soit le nombre positif ¢, il 
lui correspond un nombre naturel p tel que Von ait, sous la con- 
dition n > p, 

[ga sees 
ou encore que le point z,a pour limite le point Z, ou encore que 
la distance entre le point Z et le point z, a pour limite o, quand 2 
augmente indéfiniment. Si l’on suppose que I’on ait 

Zn = Ly -- ats Z—=X+ Vi, 

en désignant par @n, Yn, X, Y des nombres réels, cela revient & 
dire que l'on a 


Ivial, vee ON hits-y_c= Ys 
r= P n==0o 


$5, (ons Say os. alt. une. limites i fautset ae 
suffit que, & chaque nombre positif ¢, corresponde un nombre 


Pour que la suite z,, 


naturel n tel que l’on ait 


| 2 —%y|<e, 


pouryu que les nombres naturels p, q soient plus grands que n. 
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Silon a 


lim. z, Li, 
n= 0c} 
il est clair, 4 cause de la continuité de la fonction yz? + y?, que 
ona 
Ea Oe ma 2 
7) 
On reconnait de méme que, dans le cas ot: Z n’est pas nul, lun 
des arguments de z, a pour limite un argument de Z. 
On dit que zn tend vers ~ , ou vers le point ~ , et l’on écrit 
lim. 16, =D, 
r= DW 
pour dire que la valeur absolue de z, tend vers + x quand m 
augmente indéfiniment (n° 60 . L’expression « le point ~ » pro- 
vient d’une interprétation de la représentation géométrique d'un 
nombre imaginaire dont je diral un mot, en employant d’ailleurs 
le langage géométrique avec sa signification vulgaire. 


327. — Considérons une sphere, dont le rayon, si l'on veut, 
sera trés grand, tangente 4 l’origine des coordonnées au plan qui 
sert a représenter les nombres imaginaires : le lecteur pourra se 
représenter cette sphere comme ¢tant au-dessous du plan. Soit O' 
Vextrémité du diamétre de Ja sphére qui passe par le point O, ori- 
gine des coordonnées. 

A chaque point A du plan on peut faire correspondre le point A, 
de la sphére ou celle-ci est rencontrée par la droite qui joint le 
point O’ au point A; inversement on peut faire correspondre au 
point A, de la sphére le point A du plan : ce mode de correspon- 
dance est bien connu du lecteur sous le nom de projection stéréo— 
graphique : remarquons que le point O' de la sphére n’a pas de 
correspondant dans le plan. 

Ceci posé, au lieu de prendre le point A comme représentant 
d’un nombre imaginaire « + yi on peut tout aussi bien prendre le 

-point A,, sa perspective sur la sphére. Dés lors, quand la valeur 
absolue du nombre « + yi est tres grande, en d’autres termes, 
quand le point ‘x, y) du plan est trés éloigné de lorigine, il est 
clair que sa perspective sur la sphere est trés voisine du point O' ; 
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tous les nombres dont la valeur absolue est trés grande sont ainsi 
représentés par des points de la sphere trés voisins du point O’, 
qui peut étre regardé lui-méme comme la limite de la représenta— 
tion sur la sphére d’un nombre imaginaire donc la valeur absolue 
grandit indéfiniment. Au lieu du point O', on dit le point 2. On 
comprend dés lors l’origine de ces fagons de parler « la variable, 
ou le point «+ yi tend vers le point 2 ou s’approche du 
point  ». 

Sans me servir, dans ce qui suit, de la représentation sphérique 
des nombres imaginaires, je conserverai ces fagons de parler, qui 
sont commodes, pour dire simplement que \/x? + y? augmente 
indéfiniment. Cette facon de parler d’ailleurs se justifie d'une autre 
facon : 

Nous aurons souvent l'occasion de faire correspondre au point 
Z =a + wy du plan le point 


= — 5 5 
ey 
Ae! ney ; : 5 
Le point —- se déduit du point z par la construction suivante : on 


prend d’abord le symeétrique z’ du point z par rapport & l’axe des 
abscisses, puis le point inverse du point z’ par rapport au cercle 
de centre o et de rayon égal 4 1; ce point n’est autre que le 


ot : 
point. Sans m/arréter 4 ce mode de correspondance sur lequel 
j aurai l’occasion de revenir, on voit qu’a chaque point z du plan, 


. . I 
sauf au point 0, correspond un point ~ du méme plan, que lorsque z 


est trés voisin de l’origine, le point _ en est trés éloigné, et récipro- 


quement. On supprime les exceptions du langage en disant que 
« le point « du plan » et le point o se correspondent par le mode 
de correspondance défini plus haut. En ce sens, dire que le point 
Zn = En + lyn tend vers le point co qnand n augmente indéfini- 


‘ ; ee: Mec é 
ment, c’est dire que le pomt — a pour limite le point o. 
“a . 
Observons que cette fagon de parler « zy tend vers «© », ou 
cette fagon d’écrire 


hime = co 
== oo’ 
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donne bien un renseignement sur la valeur absolue de z,, mais 
qu'elle n’en donne aucun sur l'argument de zn. Dans quelque di- 
rection que le point z» s’éloigne indéfiniment, que ce soit sur l’axe 
des abscisses, des ordonnées, sur une autre direction, A droite, 4 
gauche, en bas et en haut, on le regarde comme tendant vers le 
méme point oo. Dans ce mode de langage, tous les éléments A 
Yinfini du plan sont regardés comme condensés en un point (*) ; 
toutes les droites du plan, en particulier sont regardées comme 
passant par ce point. 

J’abandonne cette digression, uniquement destinée & expliquer 
des facons de parler, mais je veux encore remarquer que conformé- 
ment a une convention déja faite au n° 60, tout en ¢écrivant 


intl, Wry = Co 

r= ® 
Jentendrai toujours, en parlant de la limite d’une variable, que 
cetle limite est finie. 


328. — On peut considérer des séries 
(U) fy SE Gy St oon Sa Se es 


dans lesquelles les termes sont des nombres imaginaires ; je suppo- 
serai que l’on ait en général Un = &n + lyn, &n et Yn désignant des 
nombres réels; une telle série sera convergente si la somme S§, de 
ses n premiers termes a une limite pour n infini : cette limite 
sera la somme de la série. Si la somme Sp n’a pas de limite pour n 
infini, ou si elle tend vers  , la série est divergente. Dire que la série 
précédente est convergente, c’est dire que les deux séries 4 termes 
réels 


(X) Ga Pou ae St We I Gains © 
(Y) Wf Son Ste Vn) Stele. e 


sont convergentes ; si l’on désigne par X, Y les sommes respectives 
de ces séries, la somme de la série proposée est X + Yu. 
Pour que la série (U) soit convergente, il faut et il suffit qu’on 


(') Au lieu d’étre regardés comme situés sur une droite, ainsi que dans la 
géométrie projective. 
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’ 


puisse faire correspondre 4 chaque nombre positif ¢ un nombre 
naturel n tel que J’on ait 
i 


| Uy s= Upty == oes = Ug } EG € 


sous les conditions g > p > n (n° 56). 
On dit que la série (U) est absolument conyergente si la série a 


termes positifs ou nuls 
uy +uy t+... tu, +... 


formée avec les valeurs absolues wu, u},..., w,,... des termes de la 
la série (U) est convergente. S’il en est ainsi, il est clair que les 
deux séries a termes réels (X), (Y) sont absolument convergentes, 
puisque les valeurs absolues de leurs termes sont au plus égales 
aux termes correspondants de la série (U’), et il s’ensuit que la 
série (U), supposée absolument convergente au sens qu’on vient de 
dire, est convergente en ce sens que !a somme de ses n premiers 
termes tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. Au 
reste cette conséquence résulterait aussi bien de la régle générale 
qu’on vient de donner. 

Si la série (U) est absolument convergente, les sommes des 
séries (X), (Y) a termes réels, qui sont elles-mémes absolument 
convergentes, ne dépendent pas de l’ordre de leurs termes : il en 
est donc de méme de la somme de la série (U). 

La valeur absolue de la somme des n premiers termes de la série 
absolument convergente (U) est au plus égale 4 la somme des n 
premiers termes de la série (U’) ; ilen résulte que la valeur abso- 
lue de la somme de la série (U) est au plus égale & la somme de la 
série U’. 

Le reste dune série convergente a termes imaginaires se définit 
comme dans le cas d’une série & termes réels. Si l’on a affaire 4 
une série absolument convergente, il suit de la proposition précé— 
dente que la valeur absolue de son reste est au plus égale au reste 
correspondant de la série (U’). 

En restant toujours dans les séries absolument convergentes, il 
est clair que les propositions qui concernent les séries 4 entrée mul- 
tiple (n* 405, 106, 107), la régle pour la mulplication des séries 
(n° 414), fondées uniquement sur des identités formelles qui sub- 
sistent que les termes soient réels ou imaginaires, et sur ce fait que 
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la valeur absolue d’une somme est au plus égale a la somme des 
valeurs absolues de ses termes, s’appliquent évidemment dans le 
cas ou les séries ont leurs termes imaginaires. 


327. — Les propositions du n° 439 s’étendent, en les modifiant 
conyenablement, aux séries 4 termes imaginaires. 

Considérons une suite de nombres ¢,, é2,... én... tels que la 
série a termes positifs 


(2) | &4 E, | 1 | & €3 [+ me + | &n—4 len ee 


soit convergente et remarquons d’abord que cette hypothese en- 
traine lexistence dune limite pour ¢, quand n augmente indéfini- 
ment. En effet dire que Ja série précédente est convergente c esl 
dire que la série dont le ni®me terme est (én — ¢,1,) converge abso- 
lument : or, la somme des n — 1 premiers termes de cette série 
est 1 — Ep. 


Ceci posé, considérons, avec la série (U), la série 
€,Uy + &qllg + 20. 1 Eglin + 0-2 5 


On peut en désignant par S, la somme des n premiers termes de la 
série (U), écrire 


eyUy + Fon + 2. + EQUy = e194 as &(S,—Si) + 500 SF &n (Sn —Sn—1) 
= (& ai é,) S, => (2 See 3) S2 Sin OO aun (En—1 a En) Dat a CaS) 


Le premier membre aura certainement une limite pour 7 infini, si 
les deux quantités (¢, — &) 8, + ... + (Gn-1 — En) Sys et EnSn ont 
chacune une limite. 

Supposons que l’ensemble des nombres S;, S»,..., Sn,... soil 
borné, ce qui arrivera en particulier si la série (U) est convergente ; 


la série 


(& 9) S; ari (E2 re E.) Ss SI ooo = (fn—1 a a) Sank Sale ese 


sera convergente ct méme absolument convergente, comme il 
résulte immédiatement de l’hypothése relative a la série (2) et de la 
régle n° 430; il suit de li que l’expression 


(& a £9) Si =r (€2 a és) S, S000 SI (n=4 i En) ope, 
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a une limite pour n infini; il en est de méme de ¢,S,, si 8, a une 
limite pour n infini ou bien si l'ensemble des nombres 8, étant 
borné, on a lim. ¢, — 0. 


hc 


Donec, en supposant convergente la série 


els 


++ | & é,| 4 see t Sg — Sa | A oes 
on peut affirmer la convergence de la série 
E,W, + Folly + ... + Eq, +. 
1° quand la série 
Uy a= Uby Sie pos Se Ue SS nde 


est convergente; 2° quand la somme des n premiers termes de 


cette série reste, quel que soit n, moindre en valeur absolue qu'un 
nombre positif fixe et que l’on a lim. & = 0 (*). 


r= D 


330. — Le produit infini 


r= @ 


ll (1 + ap) 


rn= I 


ou a, désigne un nombre réel ou imaginaire est dit absolument 


r= @w 
convergent si la série Yan est absolument convergente, c’est-a- 
n= I 


dire si la série a termes positifs ou nuls 
a ta,+...+a,+... 


ot l’on a posé a), =| a, | est convergente. 


(1) Ges deux propositions sont dues 4 M. Dedekind, qui les a données dans 
ses Vorlesungen Dirichlets iiber Zahlenthoerie. Voir dans le tome XXXVI des 
Sitzungsberichte de Académie des Sciences de Baviére un Mémoire de M. Lan- 


dau Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultdtenreihen, d’ot je les ai 
extraites. 
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S'il en est ainsi, on montrera que le produit des n premiers 
facteurs, 4 savoir é 


Ome; FU 


Tlee+ 0 


tend vers une limite quand n augmente indéfiniment ; cette limite 
est la valewr du produit infini. Cette valeur est indépendante de 
-Vordre des facteurs. Elle ne peut étre nulle que si un facteur est 
nul. Tout cela résulte immédiatement du n° 149, dont les rai- 
sonnements s’appliquent immédiatement au cas ott les nombres ap 
sont imaginaires. Les propositions concernant les produits infinis 
absolument conyergents) & entrée multiple, les régles pour la 
transformation d’un produit infini absolument convergent en 
série,... subsistent ainsi que leurs démonstrations. 


CHAPITRE XI 


FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES 


I. — FONCTIONS RATIONNELLES ; EXEMPLES DE FONCTIONS 
ALGEBRIQUES 


334. — Il n’y a aucune difficulté a transporter aux fonctions de 
variables imaginaires les définitions générales qui ont été données 
dans le Chapitre IV. 

Considérons un ensemble (E) de nombres imaginaires : on re- 
gardera ces nombres comme des valeurs qui peuvent étre attri- 
buées d une lettre z. Supposons qu’a chaque élément de l'ensemble 
(E) corresponde un nombre imaginaire qui sera regardé comme 
une valeur attribuée a la lettre z'; 2’ sera une fonction f(z) de la 
variable z, déterminée dans l'ensemble (EH). Les valeurs distinctes 
de z’ forment elles-mémes un ensemble (E’) de nombres imagi- 
naires dont chacun correspond & un ou plusicurs éléments de (E) ; 
si chaque élément de (E’) ne correspond qu’a un élément de (E), 
cest-d-dire si les valeurs de z’ qui correspondent & deux valeurs 
distinctes de z sont toujours distinctes, la correspondance entre les 
deux ensembles (E), (E’) est partaite et l’on peut regarder z comme 
une fonction I* (z') de z’ déterminée dans l'ensemble (E’) ; les deux 
fonctions f(z), f(z’) sont inverses lune de l'autre. 

Puisqu'un nombre imaginaire n'est qu'un systeme de deux 
nombres réels, on peut regarder les ensembles (I), (E’) comme 
des ensembles dont les éléments sont des systemes de deux nom- 
bres réels, ou encore des points ; les valeurs de z, z sont les 


affixes de ces points. Une fonction de variable imaginaire, telle 
qu’on vient de la définir, n’est rien autre chose qu'une correspon- 


‘ 
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dance entre deux ensembles de points, et l’on se trouve avoir 
répété, avec de légéres différences dans le langage et les notations, 
ce qu’on a dit au début du n° 286. Ce qu’il faut entendre quand 
on dit que la fonction f(z) est continue en un point d’accumula- 
tion de (I) qui appartient 4 cet ensemble, qu'elle est continue dans 
tout l'ensemble (EK) supposé clos, le fait que la fonction est alors 
uniformément continue dans l’ensemble (E), tout cela a été expli- 
qué au n° 286; on y a vu encore que si la fonction f(z) est con- 
tinue dans l'ensemble clos (E), et si la correspondance entre les 
ensembles (E), (It) est parfaite, l'ensemble (E’) est clos et la fonc- 
lion F(z’), inverse de Ja fonction f(z), est continue dans |’ensem- 
ble (E’). 

Si l’on pose z= x + iy, z’ =a’ + ty’, en désignant par 2, y, 


a’, y' des variables réelles, deux éléments correspondants des en- 
sembles (E), (E’) peuvent se représenter par (x, y), (x', y') et la 
définition de z’ comme fonction de z revient a la définition, dans. 
le méme ensemble, de deux fonctions réelles 


= Olt), == 4 (2, ¥) 

des variables réelles x, y. Si f(z) est une fonction continue en un 
point d’accumulation z, ou (a, y,) de ensemble (E) des points 
(x, y), les fonctions 9 (x, y), (x, y) seront continues au point 
(x29, ¥))- Ges mémes fonctions seront (uniformément) continues 
dans tout l’ensemble (E), supposé clos, si la fonction f(z) est con- 
tinue dans cet ensemble ; il en sera de méme de la valeur absolue 
de f(z) ou de la fonction (fe? + y, qui atteint par conséquent 
son maximum et son minimum pour des points appartenant a (E). 

Les facons d’écrire que voici 


se Ges —— om 
Brae 17) aN 
edd?) 100) 


ont a peine besoin d’explication. La premiere suppose que la fonc- 
lion f z) est définie dans un ensemble (E) dont a est un point 
d’accumulation ; elle signifie que l’on peut faire correspondre a 
chaque nombre positif P, si grand qu'il soit, un nombre positif < 
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tel que l’on ait | f(z) | > P, pourvu que z appartienne a |’ensem- 
ble et que l’on ait | z — a |<<; la seconde et la troisiteme sup- 
posent que la fonction f(z) est définie dans un ensemble contenant 
des nombres z dont la valeur absolue est aussi grande qu'on veut, 
et signifient : la seconde, qu’a chaque nombre positif ¢, aussi petit 
qu’on le veut, on peut faire correspondre un nombre positif P tel 
que l’on ait 


| f (2) ees 


sous la condition que z appartienne a l'ensemble et que l'on ait 
| z | > P; la troisiéme, qu’a chaque nombre positif P, aussi grand 
qu’on le veut, on peut faire correspondre un nombre positif Q tel 
que l’on ait 


A Bis ae 
sous la condition que z appartienne 4 l’ensemble et que l'on ait 


> 


> Q. 


En convenant de parler comme si le point « appartenait a l’en- 
semble (I) et d’attribuer en ce point Ja valeur A a la fonction 
f(z) on peut, au lieu d’écrire lim. f(z) = A, dire que la fonction 


260 


J (2) est continue au point 2 . 

Quand on dit d’une fonction f/\z) qu'elle est continue au point 
Zz» sans parler de l'ensemble des valeurs de z dans lequel la fonction 
est déterminée, on entend d'une part que la fonction f(z) est dé— 
terminée dans les environs du point z9, c’est-’-dire pour tous les 
points z qui appartiennent a un cercle de centre z, et de rayon 
suffisamment petit, et, d’autre part, que, si on Ja regarde comme 
étant définie dans cet ensemble de points, dont Je point z, est ma- 
nifestement un point d’accumulation, elle est continue en ce point. 

Rien nempéche de prendre pour lensemble (E) un lien (T) 
défini par les formules 


= 9), y=h(), oStses 


c’est un ensemble parfait. Définir, dans cet ensemble, la fonction 
! : ° . 5 . : 

z' = f(z) comme une fonction continue, c’est définir a’, y’ comme 

des fonctions réelles continues de la variable réelle ¢ dans l’inter- 
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valle (%, 2); l'ensemble des points z’ ou (x’, y’) constitue un lien 
(T’). En parlant du point ¢ du lien (T) ou du lien (T’) on entend 
le point de l'un ou de l'autre de ces liens qui correspond a la va- 
leur 2 du paramé¢tre. 

Si z' ne s'annule pour aucune valeur de / apparlenant d |’inter- 
valle (%, (3), si, en d’autres termes, le lien (T’) ne passe pas par 
Yorigine O des coordonnées, on pourra, d'une infinité de fagons, 
définir argument de z’ comme une fonction continue de t; cette 
fonction sera déterminée si l'on se donne la valeur qu'elle doit 
prendre en un point é, du lien (T'), laquelle doit, bien entendu, 
étre une des valeurs de l’argument de z’ en ce point. Les autres 
fonctions répondant a la question s’obliennent en ajoutant a celle- 
Ja un multiple de 27. La diflérence entre les valeurs de lune 
-quelconque de ces fonctions pour /= & et /= 4, ou, comme 
Von dit, la variation de argument de z’ quand on passe du point 
f, au point ¢, est l’angle, défini au moyen du lien (T’), dont le 
premier cdté est la direction qui va de lorigine O au point f du 
lien (T’) et le second cdté la direction qui va de lorigine au point 
4, du méme lien ‘n° 292). 

Quand le lien T) est fermé, il en est évidemment de méme da 
lien (T’), et la variation de |’argument, lorsqu’on passe de lori- 
gine Z de ce lien a lextrémité 6, confondue avec lorigine, n'est 
autre chose que |’ordre, multiphé par 27, du point O par rapport 
au lien (T’). 

Considérons maintenant une courbe fermée simple (F), le con- 
ltinuum (C) intérieur 4 cette courbe et l'ensemble parfait (C) + F) 
dont les points appartiennent soit 4 (C) soit 4 (I*); prenons cet 
ensemble parfait pour l'ensemble (E); dire que la fonction 


fas a! + ty’ = f(z) = 9(a, y) + ty (a, y) 

est définie et continue dans cet ensemble, c’est dire que les fonc- 
tions réelles o(x, y), U(x, y) sont elles-mémes défimies et conti- 
nues dans cet ensemble. Soit (F’) ensemble des points z’ ou 
(x', y’) qui correspondent aux points de (F); (F’) est un lien 
fermé; si ce lien ne passe pas par le point O, ce point admet un 
certain ordre par rapport 4 (F’), qui n’est autre chose, au facteur 
27 prés, que la variation qu’éprouve l’argument de z’ quand le 
point z décrit une fois la courbe fermée (1°). Si cette variation 
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n’est pas nulle, on peut aflirmer (n° 345) que les deux équations 
g(a, y)=0, 4%, y)=0 

admettent une solution (a9, Yo) qui appartient au continuum (C) ; 

on peut tout aussi bien dire que ]’équation f(z, = 0 admet une 

racine en un point de ce méme continuum. 

Les définitions et propositions concernant la convergence uni— 
forme des séries ou des produits infinis dont les termes sont des 
fonctions d’une variable (478-186) se transportent sans difficulté 
au cas d’une variable imaginaire; je crois inutile d’y revenir; le 
lecteur ne peut avoir aucune peine a faire les petits changements 
indispensables, soit dans le langage, soit dans l’interprétation. Il 
devra toutefois laisser de cété le n° 484, relatif aux séries entiéres ; 
c’est la un sujet tres important sur lequel j’insisterai bient6t. 


332. — Au point de vue ot je me suis placé dans le précédent 
numéro, les fonctions de variables imaginaires ne présentent rien 
de nouveau ; on a répété, en changeant un peu le langage, ce que 
l’on avait dit au n° 286; on a parlé d’une fonction d'une variable 
imaginaire au lieu de parler de deux fonctions (réelles) de deux 
variables réelles. On ne congoit guére qu'il puisse y avoir grand 
intérét a rester 4 ce point de vue général. Les fonctions particu- 
liéres que je vais considérer seront définies, soit dans tout le plan, 
soit dans certains continuums complétés, ou non, par leurs fron- 
tidres, de facon a conserver autant que possible les propriétés des 
fonctions d’une seule variable. Elles rentrent dans la classe des 
fonctions analytiques qui seront définies ultéricurement dans leur 
généralilé, 

Par exemple, si l'on voulait rester dans l’ordre d‘idées du nu- 
méro précédent, il serait naturel, en désignant par wr, y des va- 
riables réelles, d’appeler fonction rationnelle entidre de z= ax + ty, 
ou polynome en z, une expression de la forme O(n, + ae i (ety 
en désignant par 9 (wv, y), V(x, y, des polynomes quelconques a 
coefficients réels en x, y, d’appeler fonction rationnelle de z une 
expression de la méme forme, oti 9 (x, y), Y(a, y) seraient des 
fonctions rationnelles 4 coefficients réels, des deux variables x, y; 
mais, encore une fois, en procédant ainsi, on n’aurait rien de plus 
qu’en considérant deux polynomes, ou deux fonctions ration- 
nelles en x, y. 
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On appelle fonction rationnelle entiére en 2 = + yi, ou po- 
lynome en <, une expression de la forme 


gq (2) —— Ane + Ayz™-! +... + An, 


ot. Ay, Ay, ..., A, sont des nombres réels ou imaginaires; c'est la 
aussi une généralisation trés naturelle des polynomes a coefficients 
réels, ne dépendant que d'une variable. Un polynome du degré 
n, tel qu’on vient de le définir, peut bien se mettre, en posant 
z= x + ly, sous la forme g(x, y) +ib(a, y), obo(x, y), Y(a, y) 
désignent des polynomes entiers en a, y & coefficients réels; mais 
ces polynomes sont tres particuliers, comme on le voit immédia-— 
tement en faisant le compte des 2n + 2 coefficients réels qui y 
figurent, a savoir les n + 1 parties réelles et les n + 1 coefficients 
de i dans Ap, A,,.. 


a deux variables, du degré n, mY a (it 1) (iE 2) coefficients: 


., An, tandis que, dans deux polynomes généraux 


Une fonction rationnelle en z sera le quotient de core polynomes 
en z; elle est bien de la forme ) ‘e, ¥) + ib (a, y) ou ¢ et U sont 
des fonctions rationnelles de #, y, mais ici encore g et U sont des 
fonctions rationnelles trés particuli¢res de x, y, comme on le voit 
toujours en faisant le compte des constantes. 

Plusieurs proprictés des polynomes réels s‘étendent immédiate- 
tement aux polynomes a coefficients et a variables imaginaires. 

Tout d’abord un polynome en z, dont on donne les coefficients, 
est évidemment une fonction de z définie i toute valeur de z, 
ou, comme on dit, dans tout le plan qui sert 4 représenter cette 

able 

Les remarques du n° 473 sur la continuits au point o, sur la 
facon d’ordonner un polynome quand on veut l’étudier aux envi- 
rons de ce point, sur l'impossibilité qu’un polynome soit nul pour 
toutes les valeurs de la variable sans étre identiquement nul, sur 
la condition relative 4 l’identité de deux polynomes, la proposition 
Waprés laquelle la valeur absolue d'un polynome dépasse tel 
nombre positif que l’on veut, pourvu que la valeur absolue de la 
variable dépasse un nombre positif, convenablement choisi, la no- 
tion de. la dérivée, de racine simple ou multiple, la continuité en 
un point quelconque s'établissent exactement comme dans le cas 
dune variable réelle. Seules, les propositions concernant le signe 
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du polynome, ou son mode de croissance, n'ont pas ici leurs. 
équivalentes. 

D’un autre cété, la régle de la division algébrique et ses consé- 
quences s’appliquent sans modification. Il en est de méme des 
propositions contenues dans le n° 474 et des formes qui permettent 
d’étudier une fraction rationnelle dans le voisinage de o, d'un 
point quelconque, pour les valeurs de la variable tres grandes en 
valeur absolue, ou, comme lon dit, dans le voisinage du point oo , 
du calcul des vraies valeurs d’une fraction rationnelle, ... . 


333. — Les propositions relatives aux polynomes doivent étre 
complétées par la démonstration du théoreéme fondamental de 
VAlgtbre, énoncé au n° 324 sous une forme purement algébrique, 
qu’on peut remplacer par la suivante : 

Tout polynome en z, 4 coefficients réels ou imaginaires, admet 
une racine réelle ou imaginaire. 

Cette proposition résulte immédiatement des observations quit 
ont été faites au n° 345. 

Considérons en effet, en posant toujours z = x + ty, le poly- 
nome en z 


oa f(z) = Ae At se ie A ley) OP ie 


Désignons en général par a,, 4.(k = 0, 1, 2, ... n) la valeur 
absolue et argument du coefficient A,, par r et par @ la valeur 
absolue et argument de z, par r’ et 9 la valeur absolue et Vargu- 
ment de 2’, on aura 
a’ == 1 cos 0! = ayr™ cos (7) + no) + ayr®—' cos 2, + (n—1)0} +... 


= Gp, COS: Bo 


y' =r" sin 0 — ayr™ sim (x, + n4) + ar” sin (a, + (n — 1)6) +... 


—+ Gp, SIT tp. 


On suppose essentiellement que a, n'est pas nul. On voit tout 
de suite que le rapport 


fs h-we 9 
SS Vy I ae = cos (% —%, + 60) 4.., 


r 


rt 
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est trés voisin de a, quand r est un nombre posilif trés grand; 
et que l’on peut par conséquent écrire 


cos @' = cos (%) + n9) + ¢, — sin 6’ == sin (2, + n6) +n, 


en désignant par ¢, 7 des nombres réels qui sont aussi petits qu’on 
le veut, en valeur absolue, pourvu que r soit suflisamment grand ; 
lune des valeurs de @ qui vérifient les équations précédentes est 
alors trés voisine de v, + 9. 

Considérons un nombre positif R trés grand et le cercle (F) de 
rayon R dont le centre est l’origine O des coordonnées. Soit (C) 
le continuum intérieur au cercle (I); si R est suffisamment grand, 
la valeur absolue du polynome z’ est elle-méme trés grande sur 
(F) et pour les points extérieurs a (I?) ; en particulier z’ ne s’an- 
nule pour aucun point de (F). Si l’on fait croitre 9 deo a 27, le 
point 


z == R(cos 0 + i sin 9) 


décrira le cercle (F) dans le sens direct, et le point correspondant 
z' décrira un lien fermé correspondant (1°); d’aprés ce qu’on vient 


‘une valeur voi- 


de dire, on peut prendre pour l’argument 6’ de z 
sine de ~% + n9; cet argument 6’, ainsi défini, sera une fonction 
continue de 4; quand le point z décrit (‘I’) daus le sens direct, la 
variation de l’argument de 2’ est alors voisine de 2n7; elle est 
exactement égale 4 2nz puisqu’elle doit ¢tre un multiple de 27; 
Yordre du point o par rapport au lien fermé (I) est n. La 
fonction f(z) s’annule donc pour un point intérieur au conli- 
nuum (C). 

Ainsi qu’on le sait, il résulte de la trés aisément que le poly- 
nome raes admet 7 racines, en comptant chaque racine autant de 
fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité; si l’on dé- 
signe pak Z,,, Za» ~-.» Zp les racines dislinctes de f(z) et par @,, 
Zz, +... %, leurs ordres respectifs de multiplicité, on a, identique- 
ment en z, 


Pe =A, —— 2 ze aes 
% + ae + ou +H, = Nl. 


Inversement, une pareilie identité exige que 21, 22, ..., Zp Solent 
les racines de f(z) et &, G, ..-, Z» leurs ordres de multiplicité ; les 
) 4? np 
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nombres Z,, 22, «++ Zp» Zy. G2, --- %» sont déterminés quand on se 
donne les coefficients A,, A,, ..., \,- Si ces coefficients sont réels, 
4 chaque racine imaginaire (non réelle), correspond une racine 
imaginaire conjuguée avec le méme ordre de multiplicité. 

Il est maintenant aisé d’établir la proposition suivante. 


334. — Soit(I*) une courbe fermée simple qui ne passe par aucun 
des points z,, Za, .--» 2»3 la variation de largument de f(z), quand 
le point z décrit une fois la courbe (f) dans le sens direct est égale 
au produit par 27 du nombre de racines de l’équation f(z) = o 
situées & Vintérieur de (F), chacune des racines étant comptée 
autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité. 

En effet, considérons d’abord le cas simple ot. I*) est un cercle 
décrit de l'une des racines comme centre, de z, par exemple, et qui 
ne contient ni A son intérieur ni sur sa circonférence aucune autre 
racine. 

Partons de la formule qui donne Ja décomposition de f 


facteurs ; ’argument de f(z) doit étre défint comme une fonction 


(z) en 
continue sur le cercle; on peut, pour cela, le regarder comme la 
somme des arguments des facteurs, pourvu que ces arguments soient 
eux-mémes des fonctions continues sur le cercle. La variation de 

largument de fz), quand le 
xs point z décrit le cercle Cune 
fois) est la somme des varia— 
tions des arguments des fac— 
teurs; parmi ces facteurs, on 
n'a pas A tenir compte de la 
constante A. La variation de 
largument de z — z, est l’an- 
gle décrit par la direction qui 
va de 2,4 z quand z décrit le cer- 
cle ; cet angle est manifestement 


nul; la variation des arguments des facteurs (z — z2)*2, (z — z;)%3,... 


Fig. 47. 


est nulle; au contraire l’angle que décrit le rayon qui va de z, d z 
est égal 4 27 quand le point z décrit le cercle dans le sens direct; 
la variation du facteur (z — z,)*! est 27%; dans ce cas particu- 
dier, la proposition est établie. 

Considérons maintenant une courbe fermée simple ‘F) conte— 


9 
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nant & son intérieur plusieurs racines distinctes z,, z2,..., ie 

aucune autre racine ne doit se trouver d’ailleurs ni sur (F), ni a Pin- 
térieur de (f°); regardons les points z:, z2,..., Z» comme les centres 
de cercles (I*,), (I2),..., (F)) assez petits pour étre tous intérieurs 
a (F) et extérieurs les uns aux autres; regardons le point 
fi) =H, y) + w(x, y) comme image du point z= « + iy; 
les propositions établies au n° 345 s’appliquent immédiatement : 
les équations f(z) = 0, ou les équations 9 (a, y) = 0, (Zoe Nile 
ne sont vérifiées pour aucun point du continuum obtenu en suppri- 
mant de l'intérieur de (F) les points qui appartiennent aux cercles 
(Fi), (F2),..., (>), ni pour aucun point de la frontiére de ce con- 
tinuum : Vordre total du point o par rapport a Vimage de la 


\ 


courbe (I) et des cercles (F1), (F2),..., (Fp) est nul; on peut dire 
aussi que l’ordre du point o par rapport & Vimage de (F) est égal 
4 la somme des ordres du méme point par rapport aux images des 
cercles, toutes les images élant décrites dans le sens qui corres— 
pond au sens direct, ou encore que la variation de l’argument de 
f(z) quand le point z décrit la courbe (I*) dans le sens direct est 
égale 4 la somme des variations de l’argument de f(z) quand le 
point z décrit dans le sens direct les cercles (F,), (Fs), .., (Fp), 
c’est-a-dire 227 (G4 + % +... +p). 


335. — Une fonction rationnelle de z 
#(2) 

4 (2) 
est le quotient de deux polynomes en z, 9(z) et U(z). I est clair 
qu'une telle fonction est continue pour chaque point z, sauf pour 
ceux qui annulent W(z), lesquels d’aprés le théoréme fonda 
mental de lalgébre, sont en nombre fini. Soit a un tel point. 


On a vu au n° 474 comment on pouvait étudier la fonction tS 
aux environs du point a, comment en particulicr cette fonction 
avait une vraie valeur lorsque a était une racine commune a 
o(z) et ad(z), dordre de multiplicité dans ¢(z) au moins égal a 
Vordre de multiplicilé dans Y(z); il est assez naturel d’attribuer 
alors 4 la fraction rationnelle cette « vraie valeur » pour z= a; 
lorsque a n’est pas racine de g(z, ou est pour ¢(z) une racine 
dordre de multiplicité moindre que pour 4 z), la fraction ration- 
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nelle se met sous la forme 


A A, Ag oy 


gal Ga a apie ‘ Th ( 


ot. A, Ay,... Aj, sont des constantes réclles ou imaginaires et ou 
0, (z), Ys (z) sont deux polynomes en z dont le second ne s’annule 
i \ 

plus pour z = a; cetle formule montre de suite que la valeur abso- 


lue de la fraction augmente indéfiniment quand ce point z s’appro- 
che du point a; en d'autres termes, on peut écrire 


lim. * 
z—=a 
Lorsqu’une fonction rationnelle peut étre mise sous une telle 
forme, on dit que le point a est un pdle d’ordre de multiplicité ~ 
de cette fonction, un pdle simple si @ est égal a 1. Le coeflicient 
Ay, qui joue un réle trés particulier, comme on le verra plus 
tard, s’appelle le résidu de Ja fonction relatif au pdle a. 
Si l’on convient toujours d’attribuer 4 une fonction rationnelle 


@ (z) 


52) sa vraie valeur, lorsqu’elle en a une, rien nempéche de 


supprimer d’abord les facteurs communs au numérateur et au 
dénominateur, en d’autres termes de regarder o(z) et (z) comme 
des polynomes premicrs entre eux; les seuls pdles de la fraction 
sont alors les racines du dénominateur, et l’ordre de multiplicité 
d’un pole a est l’ordre de multiplicité ~ de a regardé comme ra- 
cine de Y (z); dans ce méme cas, 4 (z) est égal au quotient de la 
division de Y(z) par (z — a)”. 


336. — La définition de toute fonction y = f(a) de la variable 
imaginaire (c) (') équivaut 4 une correspondance entre le point « 
et le point y, le premier étant naturellement assujetti a rester dans 
l'ensemble (E) ot la fonction f(#) est définie. Il sera bon de se 
rendre compte de la nature de cette correspondance, pour quel- 


(1) Jusqu’ici lorsqu’il s’agissait d’une variable imaginaire les lettres x, y 
étaient employées pour désigner la partie réelle et le coefficient de i de cette 
variable, ou, si l’on veut, les coordonnées?du point dont la variable était Vaffixe. 
J’ahandonne cette habitude, et j’emploierai aussi bien les lettres «, y pour dé- 
signer des variables imaginaires quelconques, 


CHAPITRE XI. — FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES 279 


ques-unes des fonctions de variable, imaginaire. déjA définies. Il 
peut étre commode de se figurer les variables x, y comme représen- 
tées dans des plans distincts, le plan des « et le plan des y; parfois 
aussi, il est commode de se figurer ces deux plans comme coin- 
cidants. 

Si la fonction f(x) est un polynome, elle est définie dans tout 
le plan; 4 chaque point du plan des x correspond un point du 


plan des y. Si la fonction y = i est une fonction rationnelle 


ou le quotient de deux polynomes, que l’on peut supposer pre- 
miers entre eux, elle est définie pour tous les points du plan des x, 
sauf pour ses poles, ou l’on peut dire qu'elle est. infinic. Ces poles 
sont en nombre fini. 

Si l’on considére la fonction y = x + a, ot aest une constante, 
et si Yon figure le point a, on voit que 
cette fonction fait correspondre a cha- 
que point « un point y, extrémité d’un 
vecteur ayant le point « pour origine 
et équipollent au vecteur qui a pour 
origine le point o et pour extrémité le 
point a. En d’autres termes le point y 
correspondant a « se déduit de ce dernier par une translation égale 
A ce vecteur. 


Soit maintenant y = aa, et supposons d’abord a réel. La corres- 
pondance entre le point « et le point y est, une homothétie dont le 


Fig. 30. 
g. 


centre sera le point o et le rapport le nombre a ; lhomothétie est 
directe ou inverse suivant que a est positif ou négatif. 

Si a= r(cos + isin 9) est imaginaire, ou pourra remplacer 
la relation y = ax par les deux relations 


pers Fate 5 y = «'(cos 0 + isin 9). 


276 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


La premiére fera correspondre au point « le point x’ par homothe- 
tie directe. La seconde fera correspondre au point x’ le point qui 
sen déduit en faisant tourner de l’angle 6, autour du point o, le 
vecteur qui part de ce méme point et aboutit au point «’. Il est clair 
que la correspondance entre y el « est une correspondance pat 
similitude. Le point o est le centre de similitude. 

Soit y = ax + 6; on substituera & cette relation, les deux sui- 
vantes 


/ 


=e ; Ne Se eh te lp 


qui définissent deux correspondances déja étudiées; il est clair, 
d’aprés cela, que la correspondance définie par Végalité y= ax +b 
est une correspondance par similitude. C'est la correspondance 


par similitude directe la plus générale possible, si l'on ne fixe pas les 


b 


constantes a, b. Le centre de similitude est le point Sea 


On a dit déjai quelques mots (n° 327) de la correspondance 
’ . . I “47 , [een 3 
définie par la relation y = an considérons d’une facon plus géné- 
: a , * a 
rale la relation y =. et supposons d’abord que « soit positif. 


On déduira le point y du point « de la fagon suivante : on décrit 
du point o comme centre un cercle de rayon égal a Va, et on prend 
le point «’ symétrique (1) du point « par rapport a ce cercle, puis le 
point y symétrique du point a par rapport & T'axe des abscisses ; 
ces deux opérations peuvent d’ailleurs étre interverties. 

Sia = r(cos 6) + (sin ») est imaginaire, on remplace la rela— 


. a c 
tion y =, par les deux relations 


e='e'\(coso 4-1 sine) SS oy SS 


dont la premiere revient 4 une rotation autour de lorigine, la 
seconde & une symétrie par rapport a l'axe des abscisses suivie 


a 


(1) Cest-a-dire un point situé sur la demi-droite qui part du centre et 
qui contient le point x, de maniére que le produit des distances des points a, « 
au centre soit égal au carré du rayon du cercle. Le point a peut étre aussi 
regardé comme le second point commun a tous les cercles passant par le point « 
et orthogonaux au cercle donné. Cette définition s'appliquerait encore si le 
dernier cercle était remplacé par une droite et conduirait alors & la symétrie 
ordinaire. ; 


. 
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dune symétrie par rapport a un cercle de rayon yr ayant son 
centre a Vorigine. La rotation autour de Vorigine et la symétrie 
par rapport a l’axe des « reviennent 4 une symétrie par rapport 
une droite convenable passant par l’origine. On déduit de 1a aisé- 


% 3 Ons r pe 
ment, en remarquant que la transformation y= 2 laisse inaltérés 


les deux points Va et — \/a, que cette transformation revient 4 une 
symétrie par rapport a la droite qui joint ces deux points, suivie 
d'une symétrie par rapport au cercle décrit sur cette droite comme 
diamétre. 

Une telle transformation change en cercles les cercles et les 
droites qui ne passent pas par l’origine, elle change en droites les 
cercles et les droites qui passent par l’origine. 

Soit la fonction 


ba’ — ab’ 
ee ax+b a i a2 
ew 0 eg er ae ee 
G G9. == a 


ou l’on suppose a’ et ba’ — ab’ différents de zéro ; on remplacera 
la transformation précédente par les transformations suivantes 


. bal abi 7 ji a 
Tote einer ees gil aT get het gp 


dont la premiére est une translation, la seconde une symétrie par 
rapport 4 une droite suivie d’une symétrie par rapport a un cercle, 
la troisiéme encore une translation; cette décomposition montre 
que la transformation proposée, d'une part n’altere pas les angles, 
d’autre part change les droites et les cercles du plan des x en 
droites ou en cercles dans le plan des y. Si on convient de regarder 
les droites d’un plan comme des cercles qui passent par le point 
de ce plan, on dira que la transformation considérée change les 
cercles en cercles; il en est évidemment de méme de la transfor- 
mation inverse 

— bly + b 

ay +a 


qui est de méme nature que la proposée. 
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La propriété de la transformation considérée de changer les 
cercles en cercles résulte aussi de la relation 


facial he he sae A ee 
Vor voy Vea“ Vs L— Xp Le — Lp 


qui lie évidemment quatre points x, £,, £,, x, a leurs corres- 
pondants y, yi, yz, ys; motons, en passant, que cette relation 
prouve que la transformation considérée est déterminée quand on 
se donne trois points x, “,, x, et leurs correspondants y1, y2, Y3- 
Elle montre, en considérant les valeurs absolues des rapports qui 
figurent dans les deux membres, que si le point « décrit un cercle 
tel que le rapport des distances d’un point quelconque de ce cercle 
aux deux points fixes #,, #2, soit constant, c’est-a-dire un cercle 
appartenant au faisceau dont les points a, x sont les points limites 
(au sens de la géométrie des cercles), Je point y décrira un cercle 
tel que le rapport des distances d’un quelconque de ses points aux 
points yi, y. soit aussi constant, c’est-a-dire un cercle appartenant 
au faisceau de cercles dont les points y;, y2 sont les points limites. 

La méme relation, en considérant les arguments au lieu des rap- 
ports, et en se rappelant les théorémes de géométrie sur les angles 
inscrits, montre que, si le point « décrit un cercle passant par les 
points x,, x2, le point y décrira un cercle passant par les points yi, Ys. 
On voit ainsi que la transformation considérée change un faisceau 
de cercles en un faisceau de cercles, deux faisceaux de cercles tels 
que les cercles du premier faisceau soient orthogonaux aux 
cercles du second faisceau, en deux faisceaux qui jouissent de la 
méme propriété; cela résulte aussi du principe de la conservation 
des angles, en vertu duquel il est clair que deux cercles ortho- 
gonaux doivent se changer en deux cercles orthogonaux. La figure 
formée par un cercle et deux points symétriques par rapport a ce 


cercle se change en un cercle et deux points symétriques par 
rapport a ce cercle, 


Au point o du plan des « correspond le point = du plan des y ; 

les droites du plan des « ont pour transformées des cercles du plan 
é Tene 5 b! 

des y qui passent par le point qi le point — 7, du plan des x a 


pour correspondant le point « du plan des y; les cercles du 
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(? 


: . b F 
plan des x qui passent par le point mary | ont pour transformés 
des droites du plan des y, les droites du plan des «% qui passent 


. b! : 
par le point — 7 du plan des x ont pour transformées des droites 


du plan des y qui passent par le point a. Soient C, un cercle du 


plan des x et C, le cercle correspondant du plan des y. Le centre 
du cercle C, est le point correspondant, dans le plan des y, du 


. : ate : b’ 
point du plan des « qui est symétrique du point — q’ Pat rapport 


x 


a: : X ° [out © b ae 
a C,. Si le cercle C, contient 4 son intérieur le point — qi? bin- 


térieur du cercle C, a pour transformé l’extérieur du cercle C,, etc. 


337. — Dans les correspondances précédemment étudiées, a 
deux points distincts du plan des x correspondent deux points 
distincts du plan des y. La correspondance entre les deux plans 
est parfaite, si toutefois on convient de parler du point « d’un 
plan comme d’un point proprement dit. Il n’en est plus de méme 
pour une correspondance telle que celle qui est définie par l’égalité 
y =a”. ll est clair qu’aux points 7 et — x ne correspond qu’un 
point du plan des y. 

L’ensemble des points «* recouvre deux fois le plan des y. Inver- 
sement i] faut et i] suffit que deux points x, x’ soient symétriques 
par rapport au point o pour qu’ils aient méme correspondant y. 

J’insisterai un peu sur la correspondance entre x et y, et sur la 
définition de \/y : c’est que les considérations sur lesquelles est 
fondée cette définition, se retrouvent dans une foule de cas, avec 
quelques différences que le lecteur reconnaitra de lui-méme. 

Ne considérons (fig. 31) que le demi-plan des x qui est 4 droite 
de l’axe des ordonnées ou, si l’on veut, les points x pour lesquels la 
partie réelle de l'affixe est positive: il est clair que deux points 
distincts de cedernier plan auront pour correspondants dans le plan 
des y des points distincts ; il n’y a exception que pour les points 
mémes de l’axe des ordonnées qui ont leurs correspondants sur l’axe 
négatif dans le plan des y. Si ’onimagine un point x décrivant l’axe 
des ordonnées, de bas en haut, Je point correspondant y décrira 
deux fois l’axe des quantités négatives de — © Ao puis de oa 
—®; un méme point de l’axe négatif dans le plan des y corres— 
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pond manifestement 4 deux points de l’axe des ordonnées du pla 
des x, symétriques par rapport au point o. On reconnait d’ailleurs 
qu'un point du demi-plan des « situé trés prés de l’axe des ordon- 
nées a pour correspondant un point y situé au-dessus de l’axe 
négatif ou au-dessous de cet axe suivant que le point « est lui- 
méme au-dessus ou au-dessous de l’axe des abscisses dans son 
plan. Sauf les points situés dans le plan des y sur l’axe négatit, 
chaque point y est le correspondant d’un seul point du demi-plan 


: E 0 we AY) ght 
des x : ce point a pour affixe y/r (cos > + usin > ) en désignant par 


r la valeur absolue et par @ l’argument principal de y. Les points 
de l’axe négatif (du plan des y) sont les correspondants de deux 


(Y) 


Fig. 31. 


points (du plan des x) dont les affixes sont purement imaginaires 
et symétriques. 

Imaginons qu'on pratique dans le plan des y, le long de laxe 
négatif une coupure allant du point o au point — % ; quand le 
point « se meut dans le plan des w, d'une mamiére continue, sans 
jamais pénétrer dans la région située 4 gauche de l’axe des ordon- 
nées, le point y se déplace d’une fagon continue dans son plan sans 
jamais traverser la coupure; quand le point « vient affleurer la 
moitié supérieure de l’axe des ordonnées, le point y vient affleurer 
le bord supérieur de la coupure, qu'il est ainsi naturel de rattacher 
4 la partie du plan des y qui est située au-dessus de l'axe des 
quantités négatives ; de méme, quand le point x vient affleurer la 
moitié inférieure de l’axe des ordonnées, le point y vient affleurer 
le bord inférieur de la coupure du plan des y que l’on rattachera 
ainsi a la partic inférieure du plan des y. Les deux bords de la 
coupure ont été figurés par deux droites paralléles rapprochées ; 
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ces deux bords sont en réalité confondus avec l’axe négatif; ils ne 
sont distincts que dans la pensée; le bord supérieur est regardé 
comme correspondant a la moitié supérieure de l’axe des ordon- 
nées, du plan des x, le bord inférieur comme correspondant a 
la moitié inférieure du méme axe. Le plan des y, ainsi découpé, 
peut tre regardé comme correspondant parfaitement a la moitié 
de droite du plan des «x. 

Si le point x décrit, dans le plan des x (fig. 32), une demi-droite 
partant du point o, le point y = «? décrira, dansle plan des y, une 
demi-droite partant du point ode ce plan ; son argument sera double 
de l’argumentde la premiére demi-droite ; sicelle-citourne autour 


(x) 


a /y) 


b 


Fig. 32. 


c=) 
du point o du plan des « de maniére que son argument croisse de 
— % a = la demi-droite du plan des y tournera autour du point o 


de facon que son argument croisse de — z= a 7; la premiére aura 
décrit la moitié du plan des « qui s’étend a droite de l’axe des or— 
données, la seconde tout le plan des y ; a deux positions distinctes 
de la premiére correspondent deux positions distinctes de la se- 


conde, sauf pour les deux directions d’argument — ,, + a Oppo- 


sées sur l’axe des ordonnées ; 4 ces deux directions ne correspond 
dans le plan des y qu'une seule demi-droite. qu’il est trés naturel 
de dédoubler comme on l’a expliqué, en faisant correspondre le 
bord supérieur de la coupure a la demi-droite de l’axe des x dont 


V’argument est +- et le bord inférieur a la demi-droite dont I’ar- 


T 
gument est — ,° 
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“ 


Considérons encore, dans le plan des x, le demi-cercle décrit du 
point o avec le rayon r, situé 4 droite de l’axe imaginaire et ren- 
contrant cet axe aux points a, b. Supposons que le point « décrive 
ce demi-cercle du point le plus bas 6 au point le plus haut a; l’ar- 


x 


< Ee: Tv e r 
gument de « variera de — > 4 + >; le point correspondant y dé- 


crira le cercle de centre 0, dans le plan des y, et de rayon r° du 
point b’ situé sur le bord inférieur de la coupure au point coinci- 
dant a’ du bord supérieur de la coupure. 

Puisque la correspondance entre le demi-plan des « situé a droite 
de l’axe imaginaire et le plan des y découpé comme on I’a expliqué, 
est parfaite, on peut au moyen de cette correspondance, définir 
a“ = Vy comme une fonction univoque de y. 

Cette définition équivaut aux suivantes : \/y est, pour chaque va- 
leur de y, la racine carrée de y dont la partie réelle est positive. 

Si l’on choisit pour l’argument de y la valeur principale de cet 
argument, l’argument de \/y sera la moitié de l’argument de y, la 
valeur apsolue de \/y sera la racine carrée arithmétique de la va- 
leur absolue de y. 

Ces deux définitions tombent naturellement en défaut quand y 
est un nombre réel négatif, quand le point y est sur la coupure : 
pour les compléter, il faut dire si y appartient au bord supérieur 
ou au bord inférieur de la coupure ; suivant les cas, suivant que le 


point y sera en a’ ou en 0’, le point # = Vy sera en a ouen b, 
Vy sera un nombre purement imaginaire dans lequel le coefficient 
de 7 est positif ou négatif. 

On peut dire encore, en désignant par /— y la racine carrée 
arithmétique du nombre positif — y, que \/y est égal & i\/— y ou 
4 —1\/— y suivant que y est sur le bord supérieur ou sur le bord 
inférieur de la coupure. 

La fonction yy ainsi définie est continue dans tout le plan des y, 
quand on a pratiqué la coupure, si l’on convient, comme il a été 
expliqué plus haut, de regarder comme distincts les bords de la 
coupure, de ne pas regarder comme voisins deux points qui coin— 
cident en réalité, mais qui appartiennent l'un au bord supérieur, 
l'autre au bord inférieur, ou deux points tres rapprochés de la 
coupure et situés de part et d’autre. La continuité de vy en un 
point yy de la coupure, situé par exemple sur le bord supérieur, 
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consiste en ce qu’ chaque nombre positif ¢ correspond un nombre 
positify tel que l’on ait | yy — Vy, | <e¢ sil’ona| y—y, | <n 
et si le coefficient de 7 dans y est positif. 


338. — On vient d’employer un procédé particulier pour défi- 
nir Vy, ou Vz, car le nom de la variable n’importe évidemment 
pas ; on peut en adopter d'autres, pourvu que le carré de la valeur 
adoptée pour Ya soit toujours égal 4 x: cette condition est, en 
particulier, aussi bien vérifiée pour — x que pour Va. C’est par 
des raisons de continuité qu’on se laisse habituellement guider 
dans le choix qu’on adopte. 

Dans tous les cas, la valeur absolue de \/x devra étre la racine 
carrée arithmétique de la valeur absolue de «. On peut convenir 
d’adopter pour argument de \/z la moitié de l’argument de x; dés 
lors, toutes les fois qu’on a adopté une régle pour déterminer |’ar- 
gument de a, la fonction /z se trouve définie par la-méme. 

Par exemple, la définition adoptée dans le numéro précédent 
revient, de ce point de vue, a adopter pour l’argument de & sa va- 
leur principale, comprise entre — 7 et + 7. 

Considérons un lien (T) défini par les formules 


Peat it igt), 1,11: 


ou f(t), g(t) sont des fonctions réelles et continues dans l'inter- 
valle (t,, ¢,) de la variable réelle 1: ces formules définissent bien 
un lien, an sens du n° 288, puisqu’elles définissent l’abscisse /(Z) 
et lordonnée g(t) d’un point quelconque de ce lien. Je suppose 
essentiellement, sur ce lien, qu'il ne passe pas par le point o; en 
d'autres termes les fonctions f(t), g(t) ne doivent pas s’annuler 
pour une méme valeur de ¢ appartenant a l'intervalle (¢,, ¢,). Soit 
6 une valeur de ¢ appartenant a l’intervalle (1,, 1,), € le point 
correspondant du lien et ~ une valeur déterminée de l’argument 
de é. L’argument de «x peut étre défini, sans ambiguité, pour cha— 
que valeur de ¢, comme une fonction continue de ¢ qui, pour t = 4, 
se réduit & % : ce sera la somme de & et de l’angle, défini au moyen 
du lien (T), dont le sommet est au point o, dont le premier cété 
passe par le point € et dont le second cété passe par le point du 
lien qui correspond & la valeur considérée du paramétre. Alors Vx 
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sera définie sans ambiguité pour chaque valeur de /: ce sera ma- 
nifestement une fonction continue de 7. On reconnait immédiate- 
ment que pour définir ainsi yz, il n’est pas nécessaire de se donner 
z, il suffit de se donner la valeur de \/#; car on pourra prendre 
ensuite % égal au double de ]’un quelconque des arguments de y &. 
On peut caractériser cette facon de faire en disant que yx est défi- 
nie au moyen du lien et de sa valeur en un point du lien. 

Si le lien (T) est simple et ouvert, on peut dire aussi que la 
fonction a est définie sans ambiguité pour chaque point « du 
lien ; mais, s'il en est autrement, la valeur de « ne suffit pas, il 
faut savoir 4 quelle valeur de ¢ elle correspond. Si le méme point 
x correspond aux deux valeurs ¢’, t’, les valeurs de Y peuvent étre 
égales, commie elles peuvent étre symétriques, lorsqu’on regarde « 
comme correspondant a /' ou a /’. Cette circonstance peut se pré- 
senter quand le lien est simple et fermé; les valeurs de Va pour 
t= t, et pour 1 = ¢, peuvent étre égales ; elles peuvent étre symé- 
triques. 

Pour pouvoir comparer la nouvelle définition avec celle du nu- 
méro. précédent et éviter les confusions d’écritures, convenons, 
pour un moment, d’employer les notations ¥x, (Vx), la premitre 
avec la signification du numéro précédent, la seconde avec la si- 
gnification qu’on vient d’expliquer ; x désigne toujours un point 
du lien, Afin de simplifier un peu, je supposerai, relativement a la 
définition de (Vx), que la valeur @ de ¢ pour laquelle on a fixé lar— 
gument de « coincide avec f,, en sorte que le point € correspon— 
dant est Vorigine du lien ; je supposerai en outre que le point € 
n’est pas situé sur l'axe négatif et qu’on ait pris pour &@ la valeur 
principale de l'argument ; alors, 4 l’origine du lien (T), vax et (Va) 
coincident. Ka un point quelconque du lien, correspondant a la va- 
leur ¢ du paramétre, (Va) est une fonction continue de ¢; "il en est 
de méme de yz, pourvu que x ne soit pas sur l’axe négatif. La dif- 
férence Va — (Va) est continue tant que ses deux termes sont des 
fonctions continues; elle est d’ailleurs égale soit 4 0, solta tax; 
dans ce dernier cas, elle reste toujours supérieure, en valeur abso- 
lue, 4 un nombre positif fixe, puisque la valeur absolue de «& est 
au moins égale 4 la distance du point o au lien, qui n'est pas 
nulle. [1 suit de la que la différence  — (Vx) nulle pour ¢ = é, 
reste nulle, jorsque ¢ croit 4 partir de ¢,, tant que l’on n‘atteint pas 
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axe négatif. Supposons qu'on atteigne cet axe une premitre fois, 
au port x’, pour f=’; si, pour ¢ un peu plus petit et un peu 
plus grand que /’, le coefficient de i garde le méme signe, si, en 
d’autres termes, le point x ne /raverse pas la coupure, alors la 
conclusion subsiste : la différence reste nulle pour ¢= /' et pour ¢ 
un peu plus grand que /’, pourvu que l’on regarde «’ comme 
appartenant a celui des bords de la coupure qwil faut considérer 
comme voisin des points du lien qui correspondent aux valeurs de 
dun peu plus petites ou un peu plus grandes que /’; la méme 
conclusion subsisterait, avec une condition analogue si, dans l’in- 
tervalle (/, /’, le point x restait sur axe négatif et si le coefficient 
de i dans ~ reslait, pour les valeurs de ¢ un peu plus grandes que 
t’, du méme signe que pour les valeurs un peu plus petites que 1’, 

Mais les choses se passent différemment si pour (= 7, le lien 
(T) traverse \'axe négatif ; pour des valeurs de ¢ suffisamment voi- 
sines de /', le point x est d'un coté ou de l'autre de l’'axe négauf 
suivant que é est plus petit ou plus grand que /’; les valeurs prin— 
cipales de l’argument pour deux points ainsi placés de cdté et 
d’autre de l’axe négatif different & peu pres de 27; les deux va— 
leurs de x sont a peu prés symétriques, en sorte que la valeur de 
— Vx pour /un peu plus grand que /’ est voisine de la valeur de 
Vz pour ¢ un peu plus petit que /’; pour / plus petit que , Vx 
coincide avec (yz) ; pour f un peu plus grand que 7, c'est au con- 
traire — Vx qui coincide avec (Vx ; lorsque f continue de croitre 
a partir de ¢’, on a toujours — Vv — (yx), tant que l'on n’atteint 
pas l’axe négatif, etc... 

J’abandonne maintenant la signification spéciale attribuce aux 
notations \/z, (Vx. 

Considérons un domaine simple (A) n° 320. Je suppose essen- 
tiellement que le point o soit extérieur 4 ce domaine. On a démon- 
tré au n° 344 que l’argument de x, langle dont le premier colé 
est l’axe positif, dont le second cété va du point o au point «, peut 
étre défini comme une fonction continue de « qui, pour le point 
donné «x, du domaine, se réduit 4 une valeur %, arbitrairement 
choisie parmi les arguments de x). Par li-méme \x se trouve dé- 
finie dans tout le domaine; il n'est méme pas nécessaire de se 
donner 7, ; il suffit de se donner la détermination yx, de Vz en x, ; 
Va est alors définie comme une fonction de «, continue dans le 
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domaine et se réduisant AY, pour # = x). On pourra si l’on veut 
prendre w, égal au double de l'un des arguments de yz,. 

Soit (T) un lien dont tous les points appartiennent au domaine 
et qui contienne le point «,; définissons maintenant la fonction 
(vx) le long de ce lien, au moyen de la valeur /x, qu'elle doit 
prendre en ce point, en sorte que la fonction (Vx) coincide en x, 
avec la fonction Vz, définie dans tout le domaine. Les deux fonc- 
tions (Va) et Vx coincideront tout le long de (T), comme on le voit 
en raisonnant ainsi qu’on a fait un peu plus haut. 

Considérons plusieurs liens partant du point «,, aboutissant au 
point x, et contenus tout entiers dans le domaine; si l’on définit 
la fonction Vz, sur chacun des liens, en partant de la méme va- 
leur initiale /x,, on aboutira au point x, A la méme valeur de yz, 
quel que soit le lien que l’on consideére. 

Si, en particulier, on considére un lien fermé, contenu dans le 
domaine, et si on définit x le long de ce lien en partant d'une 
valeur déterminée /x,, au point de départ x), on reviendra en ce 
point, aprés avoir parcouru le lien, avec la méme valeur \/z,. 


339. — Ces diverses définitions de jz sont fondées sur la no- 
tion d’angle; elles peuvent étre utilisées pour certaines fonctions 
qui se trouvent étre définies sans ambigiiité quand on se donne 
Vargument de «; en particulier, elles s’appliquent, avec quelques 
modifications qui ne peuvent échapper au lecteur, 4 la définition 
précise de la fonction «”, ot mest un nombre réel, soit dans le 
plan coupé comme au n° 337, soit le long d’un lien, soit dans un 
domaine simple comme 4 la fin du précédent numéro. Le point o 
ne doit appartenir ni au lien, ni au domaine. 

Si le lecteur veut bien réfléchir un peu sur les définitions de 
langle considéré comme on I’a fait au précédent chapitre, il recon- 
naitra immédiatement que le succés de ces définitions tient, d'une 
part, 4 ce que les diverses valeurs qu’on peut attribuer 4 un angle 
différent d’une quantité finie (un multiple de 27), et que, d’autre 
part, on peut faire varier angle d’une fagon continue. Rien n’em- 
péche de fonder la définition de x sur des propriétés analogues, 
sans passer par l’argument, en employant d’ailleurs des raisonne— 
ments analogues & ceux des n* 292, 302. Je m’arrcte un instant 
sur cette méthode, en raison de sa généralité. 
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Considérons d’abord ensemble parfait (C) + (I) constitué par 
un continuum (C) et sa frontiére (F); je suppose que le point o 
nappartienne pas a cet ensemble dont tous les points seront par 
suite a une distance du point o supérieure ou égale 4 un nombre 
fixe, que je désigne par d. Soit ¢ l’écart de ensemble; je suppo- 
serai ¢< 0. Dans ces conditions, il est aisé de définir une fonction 
y de x, continue dans l'ensemble (C) + (I), vérifiant identique- 
ment |’équation y” = ~, et prenant pour un point «,, qui appar- 
tient 4 l’ensemble, une valeur y, arbitrairement choisie parmi les 
deux racines de |’équation y* = «x, ; ces conditions d’ailleurs dé- 
terminent enticrement la fonction y ou yz. 

Soit en effet « un point quelconque de l’ensemble; on va choisir 
pour la valeur correspondante de a celle des deux racines de 
léquation (en y) y? = « qui est la plus voisine de y,; on va voir 
dailleurs que ces deux racines ne peuvent étre également éloignées 
de y,; on a en effet 


(Yo—Y) Yo + yy) = % — @, 
en désignant par y l’une des deux racines; on en déduit 


lyo— Jl yo t+ yl Se; 


Yun au moins des deux nombres |y, — y|, |y¥) + y|, est donc 
inférieur ou égal & \/c; on peut supposer qu'il en est ainsi du pre- 
mier, car, autrement, on changerait y en — y. Des lors, on a cer- 
tainement |y, + y| > Ve, car les deux inégalités |y, — y| <«, 
ly) + y| Sé entraineraient 


2lyol Slyo + yl + Ivo —y] S2Ve; 


or ceci est contraire aux suppositions que l’on a faites qui en- 
trainent |y,| 2 V6 > v«. 

On a donc certainement |y, — y| < |¥. + y|; cette condition 
ou, si l’on préfére, l’inégalité |y, — y| S ve déterminent y ou x 
sans ambiguité dans l’ensemble (C) + (fF). La fonction ainsi dé— 
finie est continue dans cet ensemble; soient en effet x,, 2, deux 
points du domaine et y,, y, les valeurs de Vx définies comme on 
l’a expliqué; on peut poser yi = Yo + fi V2, V2 = Yo + fa Ve en 
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désignant par 7, 2, des nombres imaginaires dont les valeurs 
absolues sont moiadres que 1; on a d’ailleurs 
Cp ap © 


a Aye aye (i + pave’ 


puis 
|2Yo +(e, + ps) vel 2|¥ol —=|pjsst= pal ye = 2/0 ae, 


On a, pat conséquent 


et cette inégalité rend manifeste la continuité de la fonction dans 
tout l’ensemble (C) + (I). 

{1 n’y a dailleurs dans l'ensemble qu’une seule fonction con- 
linue qui vérifie identiquement l’équation y* = 
Cos 


aw et qui pour 
x, prenne la valeur prescrite y, : considérons en etlet une 
seconde fonction satisfaisant & ces deux conditions et prenant en 
un point a’ de l'ensemble une valeur différente de x’; il suffirait 
de relier le point «, au point «’ par un lien contenu dans l’en- 
semble (C) + (F), et de se rappeler un raisonnement déji employé 
plus d’une fois pour voir que la différence entre les deux fonctions 
ne peut ¢tre, le long du lien,-une fonction continue du paramétre 
dont la valeur détermine chaque point du lien, sans ¢tre nulle. 

Il suit de 1a que si, au lieu de partir du point a, avec la valeur 
initiale y, pour ¥a,, on était parti du point a) avec la valeur yi, 
on aurait en procédant de la méme fagon, défini la méme fonction, 


si yi, se trouve étre la valeur de xj qui résulterait de Ja premiére 
définition. 


Ceci posé, si l'on considére un lien (T), défini par la formule 


wise f (0) g(t) Aoi eee 


/ 


et qui ne passe pas par le point o, on pourra définir Va comme 
une fonction continue de ¢ qui prenne pour /, (par exemple) une 
valeur prescrite V/,, dont le carré toutefois soit égal A a); on 
intercalera entre ¢, et ¢,, des nombres croissants , (', ..., en 
sarrangeant de facgon que les intervalles (4, /’), (fee tole 
(U"~", t,) soient assez petits pour que les liens partiels qui corres- 
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pondent a ces intervalles puissent ¢tre regardés comme contenus 
dans des ensembles parfaits qui satisfassent aux mémes conditions 
que l’on a imposées tout a l'heure a l'ensemble (C) + (I*). Dés 
lors \/x peut étre définie dans le premier ensemble et par suite dans 
Vintervalle (¢), ’) en partant de la valeur x, ; puis, dans le second 
ensemble et par suite dans l’intervalle (¢', /"), en partant de la 
valeur x’ qui correspond a t= J, etc. 

Soit maintenant (A) un domaine simple auquel le point o soit 
extérieur ; soit 2, un point de ce domaine, On va montrer, en res- 
tant dans le méme ordre d'idées, qu’il existe une fonction \/x, con- 
tinue dans le domaine, qui, pour « = @, se réduit a la valeur pres- 
crite \/x,. Cette fonction est unique. 

Je vais d’abord établir cette proposition quand le domaine 
simple est une de ces figures que j/ai désignées au n° 314 sous le 
nom de (rapézes ; le contour de ce trapeze comprend : 1° deux arcs 
de courbes AyA,, Aj A; dont les origines A,, A) ont méme abscisse 
a), dont les extrémités A,, A) ont méme abscisse a,; & chaque 
abscisse appartenant a l’intervalle (a), a,) correspond un point sur 
la premiere courbe et un point sur Ja seconde, d’ordonnée plus 
grande ; toutefois les points A, et Aj, A, et Ai, peuvent étre con— 
fondus; 2° deux cétés Ay Aj, A,A‘ paralléles & l’axe des ordonnées ; 
lun ou l'autre de ces cétés peut étre de longueur nulle. Tous les 
points du trapéze sont supposés a une distance du point o supé— 
rieure 2 un nombre positif fixe o. 

On peut décomposer ce trapeze par des paralléles 4 l’axe des 
ordonnées, dont les distances mutuelles soient moindres que le 
nombre positif € , en une premiére série de trapezes, se succédant 
de gauche a droite. 

Considérons celui qui contient le point x). On le décomposera, 
par des paralléles 4 l’axe des abscisses dont les distances mu-— 


é 4 € rate os 
tuelles soient moindres que ip , enune seconde série de petits tra— 
2 


pézes ‘comprenant des rectangles). Chacun de ces petits trapézes 
peut étre regardé comme cet ensemble parfait du début, ot tous 
les points sont 4 une distance du point o supérieure a, ol deux 
points quelconques sont a une distance mutuelle inférieure Ag¢< 0. 
Le mode de définition pour \x s'applique. On lappliquera tout 
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d’abord au trapéze qui contient le point #, pour lequel Vz, est 
donnée ; dans tout le petit trapéze la fonction \/z est définie et con- 
tinue; il en est ainsi sur les cdtés paralléles a Vaxe des abscisses ; 
considérons un de ces cétés, il est commun avec un second tra— 
péze, contigu au premier; on prendra un point «, sur ce cdté; en 
ce point, la valeur de \/x, est définie, et l'on peut par conséquent 
par le méme procédé, définir Vx dans tout le second trapéze ; 
en raison de la continuité sur le cété commun aux deux trapézes, 
les valeurs de /x qui résultent de la premiére ou de la seconde dé- 
finition sont les mémes, puisqu’elles sont les mémes en x,; on 
continuera ainsi successivement de trapeze en trapeze, par exemple 


Xo 
eat a wer 
Fig 


en descendant a partir du trapéze qui contient x, puis, quand on 
a achevé de descendre, en remontant a partir du méme trapeze; on 
aura ainsi défini //x dans tout un trapeze de la premieére série, celui 
qui continuait a); on proctdera pour les trapézes de la premiére 
série comme on a fait pour les trapézes de la seconde; la fonction 
Vx est ainsi définie pour tout le trapeze primitif. 

La proposition, une fois étabie pour un trapeze, il suffit d’appli- 
quer au domaine total ce procédé de décomposition que l’on a 
décrit au n° 344 et qui aboutit 4 des trapézes, puis d’employer le 
méme mode de raisonnement, pour démontrer par induction qu’on 
peut définir x dans tout le domaine comme une fonction con- 


tinue. 
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340. — Soit f(x, y) un polynome en a, y du degré n en y; 
soit (A) un domaine simple ne contenant aucun point w pour le- 
quel l’équation (en y) fa, y) = 0 ait des racines infinies ou mul- 
tiples ; il n’est pas difficile d’établir les propositions suivantes : 

Les racines y1, Y2, ---, ¥n de l’équation ~, y sont bornées dans 
le domaine (A). La différence entre deux quelconques de ces ra 
cines est supérieure, en valeur absolue, 4 un nombre positif fixe 0, 
pour tous les points du domaine. Quelque petit que soit le nombre 
positif ¢, on peut lui faire correspondre un nombre positif % tel que, 
si l’on suppose |a’ — «| < 7 et si l’on désigne respectivement 
par 7, Vo, «++» Yn et paryi, Ya. --+» Yn les racines de |’équation en 
y pour les deux points a’ et a’ de (A), on pourra accoupler chaque 
racine de la premicre suite, A une racine de la seconde suite de 
facon que l'on ait 


Ly Pal + Neal “Sn Dal 


Ces propositions une fois établies, on pourra définir sans ambi- 
guité, dans Je domaine simple (A), n fonctions continues y,, 
Pos «ane Yn. OS Ta variable a, satisfaisant toutes pe pea a 
Yéquation f x, y) =o et prenant respectivement au point «’ les 
valeurs y,, Yj, ---» Yn. Les raisonnements sont analogues a ceux 
du numéro précédent. Cette définition est le point de départ de la 
théorie des fonctions algébriques ; mais, comme je n’ai pas l’inten- 
tion d’entrer dans cette théorie, je me bornerai aux indications qui 


précedent. 


341. — Considérons encore la fonction \//1 — z?, dont nous 
aurons besoin plus tard. C’est, si l’on veut, une fonction de fonc- 
tion. Posons u = 1 — z”; la valeur de wu est définie pour chaque 
valeur de x; en adoptant l'une ou l'autre des définitions de \/u que 
Von a exposées plus haut, la fonction \/1 — z? sera évidemment 
définie. Comme au n° 337, je regarderai Vu et \/1 — x? comme 
définies par la condition que leurs parties réelles soient positives ; 
il n’y a d’ambiguité que si u ov 1 — x sont négatifs; x, qui doit 
alors ¢tre égal A = /t — u, est réel et plus grand que 1 en valeur 
absolue. Figurons dans le plan qui sert a représenter la variable 
x, deux coupures, pratiquées le long de l’axe réel, l'une du point 1 
jusqu’a +x, l'autre du point — 1 jusqu’a # . En tout point 
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x, non situé sur l’une ou l'autre des deux coupures, la fonction 
V1 — x définie comme on a fait est continue. Les deux coupures 
correspondent 4 la coupure que l'on tracerait dans le plan des u, 


Fig. 34, 


le long de l’'axe négatif, pour définir yu comme il a été expliqué 
au n° 337. Il reste 4 définir /1 — x? sur les bords des deux cou- 
pures. 

Supposons le point wu un peu au-dessus de l’axe négatif, en sorte 
que son argument principal soit un peu plus petit que z. Il suflit 
de se reporter a la construction du point 1 — wu pour reconnaitre 
que l’argument principal de 1 — wu est négatif et petit en valeur 
absolue ; des deux points + V1 — u, symétriques par rapport au 


Fie tic 
Fig. 35. 


point o, Pun, dont Vargument est la moitié de l’argument de 
1 —u, est situé un peu au-dessous de la coupure qui va de r 
\-+- o, lautre un peu au-dessus de la coupure qui va de — 1 
i’ — oo. Inversement, pour les points « ainsi placés, le coefficient 
de i, dans V1 — a? ou Vu, est positif; au contraire, pour les points 
x placés un peu au-dessus de la coupure qui vader A+, ou 
un peu au-dessous de la coupure qui va de — 1 4—oo, le 
coefficient de 7 dans \/1 — «a? est négatif. 

Quand & est sur le bord inférieur de la coupure + 1 


S100) 
—o, Vi1—2 


ou sur le bord supérieur de la coupure — 1 
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est égal a tx? — 1, en donnant a a? — 1 sa signification arith- 
métique ; quand x est sur le bord supérieur de la coupure 
+ 1 
—I 


+ co, ou sur le bord inférieur de la coupure 


= 005 V1 = & eshéealia ——1/e? = 1. 
re) \ 


Je laisse au lecteur le soin de montrer que 1 — «? n’est réel 


que si « est réel et compris entre — 1 et + 1, ou si & est pure- 
(AEs CEA -1V.a0~-1 
=a G aa 
-tV.xv2-71 Viecrs7 
Fig. 36. 


ment imaginaire; quand « est dans |’angle des coordonnées posi- 
tives, ou dans l’opposé par le sommet, le coefficient de 7 dans 
Vt — a est négatif; il est positif quand x est dans l’un ou I’autre 
des deux autres angles. 

On arrive aux mémes conclusions par un raisonnement qui se 
généralise aisément et dont l’emploi est souvent commode. Défi- 
nissons /1 — «? comme un nombre imaginaire dont l’argument 
soit la moitié de l’argument de 1 — a; quand al'argument de 
1 — a’, on le définira par continuité le long d’un lien qui ne 
passe par aucun des points — 1, 5 pour lesquels 1 — a” s’annule, 


. Fig, 37. 


par exemple le long d’un demi-cercle décrit du point 1 comme 
centre avec un rayon aussi petit qu’on voudra, partant d’un point 
g situé sur l’axe réel entre les points 0 et 1 et aboutissant au point 
6 sur le bord supérieur de la coupure de droite, ou au point es sur 
le bord inférieur. Au point ¢, 1 — a” est réel et positil; son argu- 
ment est un multiple de 27; si l’on veut que 1 — a? soit positif, 
on deyra prendre pour l’argument de 1 — x? un multiple pair de 
27%, 0 par exemple. I] reste & voir comment varie l'argument de 
1—a? quand x décrit, par exemple, le demi- cercle supérieur ap. On 
ai— a? = (1—a) (1 +2), la variation de l’argument de 1 — x” 
est égale 4 la somme des variations des arguments des deux fac— 
teurs 1 — 2%, 1 + «; la variation de l’argument de x + 1 est 
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langle que décrit le vecteur qui va du point — 1 au point « 
quand a décrit le demi-cercle 4f; il est nul (*). La variation 
de ‘argument de 1 — a ou de x — t est langle que décrit, dans 
les mémes raha le vecteur qui va du point ¢ au point x; 
il est évidemment égal 4 — z; la variation de l’argument de 
1 — «* quand on passe du point @ au point / en suivant le demi— 
cercle est égale 4 — 7; l’argument de 1 — a? reste égal 4A — 7 
tout le long du bord supérieur de la coupure ; celui de 1 — a 
est égal 4 — Ce il est égal a sur Je bord inférieur de Ja coupure. 

En procédant comme nae Va, on pourrait aussi définir y1—2a? 
comme une fonction continue de / le long d’un lien (T) qui ne 
passe par aucun des points + 1, — 1 pour lesquels les deux va— 
leurs possibles de /1 — a? viennent se confondre : cette fonction 
sera déterminée si on a choisi la détermination que lon veut faire 
correspondre & une valeur /, de ¢. Quand le lien traverse lune ou 
l'autre des coupures, les choses se passent comme pour yc. De 
méme,on pourra définir 1 — a? comme une fonction continue de 


«x dans tout domaine simple auquel les points + 1 et — 1 sont 
exlérieurs. 


Il. — SERIES ENTIERES EN «; SERIES ET PRODUITS INFINIS DONT 
LES 'TERMES SONT DES SERIES ENTIERES EN x ; PROLONGEMENT 
D’UNE FONCTION. 


342. — La considération de séries dont les termes sont des fonc- 
lions d’une variable imaginaire fournit un moyen précieux pour 
étendre & une telle variable la notion de certaines fonctions dune 
variable réelle, pour créer de nouvelles fonctions, Gomme aussi 
pour en ¢tablir les propriétés. Les séries qui procédent suivant les 
puissances enticres et positives de la variable tiendront un rdle 
prépondérant. 

La notion fondamentale de convergence uniforme, développée 
dans le premier paragraphe du Chapitre V s’étend si facilement 


(') Jl suffirait d’observer que cette variation est évidemment négligeable si le 
rayon du cercle de centre 1 est suffisamment petit. 
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aux suites, aux séries, aux produits infinis dont les termes sont 
des fonctions d’une variable imaginaire, que je crois inutile d’y 
revenir : on noubliera pas toutefois que les mots « valeur absolue » 
doivent maintenant étre entendus avec le sens qu'ils ont dans la 
théorie des nombres imaginaires. La proposition I du n° 483, en 
particulier, est d’une application fréquente ; rappelons la consé- 
quence qu'on ena tirée au n° 184, pour lui donner la signification 
générale qu'elle est susceptible de prendre maintenant. 


Considérons une série enticre en x 


(1) Gi) SE GSO Se Cee Se neo SS OP SS ae58 


les coefficients numériques dp, @, ..., Gn, ... sont des nombres 
réels ou imaginaires dont je désignerai les valeurs absolues par 
a), @, ..., 4, -.. . Supposons que l’on connaisse un nombre po- 


sitif A tel que la série 4 termes positifs 


(2) a, + a,A+ajA> +... +a,A" +... 


soit convergente. On est alors certain que la série (1) est uniformé- 
ment et absolument convergente, pour l’ensemble des points x 
pour lesquels on a| # |< A; sa somme est une fonction continue 
de x dans ce méme ensemble, c’est-a-dire pour tous les points qui 
appartiennent au cercle de centre o et de rayon A : ce cercle rem- 
place maintenant l’intervalle (— A, A) que l’on considérait au 
n° 484 ; les autres conséquences de ce numéro s’étendent d’elles- 
mémes ; je n'y reviens pas. Observons que la supposition faite sur 
le nombre A revient a dire que la série (1) est absolument conver- 
gente pour un nombre x dont la valeur absolue est A. 

Si, pour 2 = 4, l’ensemble des termes de la série (1) est borné 
en haut; si, en d'autres termes, il existe un nombre positif P tel 


que l’on ait, quel que soit le nombre naturel n, 
Ja,v | =P, 


la série (1) est absolument convergente pour tout nombre «, dont 
la valeur absolue est inférieure 4 celle de 2,. Pour un tel nombre 


x,, la série a termes positifs 


Date 


1 
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est. en effet, convergente : elle reste convergente si on en multiplie 
respectivement les termes par les termes correspondants de la suite 


lg ings Yes | a ee gran eee Has eis 


qui sont au plus égaux a P; or on obtient ainsi la série 


ay | ae, | | ae, | a eu | Ooo 


F ee 5 


dire que cette série est convergente, c’est dire que la série (1) est 
absolument convergente pour « =, : on pourra prendre pour 
le nombre A n’importe quel nombre positif moindre que <o. 

La proposition qu’on vient d’établir est due 4 Abel. 

Si, en particulier, la série (1) est convergente pour 2 = 9, l’en- 
semble des nombres | aoa” | (2 = 0, 1, 2, ...) est certainement 
borné en haut : la série (1) est alors absolument convergente pour 
| eo p< | Lo | 

Soit % un nombre positif; si l'on sait que la série (i) est abso- 
lument convergente lorsqu’on aj «|< Z, on peut aflirmer qu'elle 
est absolument convergente sous la méme condition. Si, en effet, 
ona | a, |<z, il suflit de considérer un nombre «x, dont la valeur 
absolue soit comprise entre % et x, ', la série sera convergente 


pour «,, elle sera donc absolument convergente pour &,. 
Si la série (1) est divergente pour 2 = 


x’, elle sera certainement 
divergente pour tout nombre «’ dont la valeur absolue dépasse 
celle de x’; si, en effet, la série était convergente pour x’, elle serait 
aussi convergente pour 2’. 

Ceci posé, considérons l'ensemble (EZ) des nombres positifs ou 
nuls ¢ tels que la série 


rah / Ties ! 4 
ai OR) tg Oat te te yO; wteeenres 


soit convergente ; st un nombre ¢ fait partie de cet ensemble, il en 
est évidemment de méme de tous les nombres positifs plus petits 
que lui; cela résulterait d’ailleurs du théoréme d’ Abel. 

Si ensemble (E) n’est pas borné en haut, c’est que la série (1) 
est absolument convergente quel que soit «; inversement, si cette 
série est convergente quel que soit «, l'ensemble (E) n’est pas 
borné en haut; en effet, si on se donne le nombre positif p, la 
série (1) doit étre convergente pour un nombre dont la valeur 


‘ 
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absolue dépasse g, donc elle est absolument convergente pour 
|x] = p. 
Dans ce cas, la somme de la série est une fonction continue 
pour toute valeur de x; elle est uniformément continue dans tout 
ensemble clos : c'est une fonction (transcendante) enticre. 
Les séries 


I Sees as + 4... ge Sr oouf 
I 1.2 Toren 
x“ a8 oe 
I Poel Too one a. 
x? a 
PSS 1.2.3.4 ik 


fournissent des exemples. 

Il peut arriver que la série (1) ne soit convergente que pour 
x = 0, l'ensemble (E) se réduit alors au nombre 0; c’est le cas 
pour la série 


Pep Se oa Se ong SE Ting We SS he 


Supposons enfin que l’ensemble (E) ait une borne supérieure 
non nalle R; que, en d'autres termes, la série (1) soit convergente 
pour guelque valeur de « autre que o et ne soit pas toujours con- 
vergente. 

Le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon R est 
alors le cercle de convergence de la série, R est le rayon de conver- 
gence. La série converge absolument en tout point intérieur au 
cercle ; sa somme est une fonction continue en tout point intérieur 
au cercle, uniformément continue dans tout ensemble clos intérieur 
au cercle. Lorsque la borne supérieure R de l'ensemble (E) appar- 
tient a cet ensemble, c’est-a-dire quand la série (3) est convergente 
pour = R, ou, ce qui revient au méme, quand la série (1) est 
absolument convergente en un point de la circonférence de son 
cercle de convergence, la série (1) est absolument et uniformément 
convergente dans l'ensemble des points qui appartiennent (n° 279) 
au cercle de convergence, qu ils soient intérieurs ou sur la circon- 
férence ; dans ce méme ensemble, qui est parfait, sa somme est 
uniformément convergente. C’est ce qui arrive pour la série 


Se ee ny ae 
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Si R n’appartient pas 4 (E), la série peut étre convergente ou di- 
vergente en certains points de la circonférence du cercle de con— 


vergence. Ainsi la série 


pour laquelle R — 1 est divergente pour « = 1, convergente pour 
les autres points du cercle (n°? 439). Dans ce cas, si la série con’ 
verge en un point de la circonférence du cercle de convergence, 
elle n’y converge pas absolument. Elle peut diverger pour tous les 
points de la circonférence du cercle de convergence, c’est ce qui 


arrive pour la série 


ot+oet... +a"... 


dont le rayon de convergence est encore égal a r. 

Les régles que l’on a données au n° 428 s’appliquent évidem— 
ment & la détermination du rayon de convergence. 

On dit souvent que le rayon de convergence est infini, quand 
l'ensemble (E) n’est pas borné en haut, qu’il est nul quand |’en- 
semble (E) se réduit au nombre o. 


343. — La série 
(4) a + ae + aja* +... 


dont les coefficients aj, a, a», ... sont les valeurs absolues des 
coefficients dy, @y, @,, ... de la série (1) a méme cercle de conver- 
gence que cette derniére ; sa somme est positive pour toute valeur 
positive de a, elie croit quand « croit de o 4 R; elle peut d’ailleurs 
étre finie ou infinie pour 2 — KR. Désignons par a’ la valeur abso- 
lue de x, par f(a) la somme de la série (1), par F (a) la somme de 
la série (4) ; il est. clair que l’on a 


(5) F(a’) = | f(z) | 


pour toutes les valeurs de « qui rendent la série (1) absolument 
conyergente. L’égalité ne peut avoir heu que si, pour toutes les 
valeurs de n, on a @, x" =a! pa”. 

Une inégalité telle que (5), considérée indépendamment de la 
définition particuliére des fonctions f(#), F (a), caractérise la fonc- 
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tion F (a) comme étant ce qu’on appelle une fonction majorante 
de la fonction f(x). On doit entendre que cette dernicre fonction 
est définie dans un certain ensemble (ici l’ensemble des points « 
intérieurs au cercle de convergence), et que la fonction EF (x) est 
réelle quand on y remplace la variable par la valeur absolue «’ d’un 
quelconque des nombres x qui appartiennent a l'ensemble ott f(x) 
est définie. 

Dans le cas particulier ot je me suis placé, je désignerai la fonc- 
tion F (a@), somme de la série (4), comme étant la majorante natu- 
relle de la fonction f/x), somme de la série (1). Lorsque les coef- 
ficients de cette derni¢re série sont réels et positifs, la fonction 
f « esta elle-méme sa majorante naturelle. 

Tel est le cas, par exemple, en supposant 
fonction 


a 
Ly 


<1, pour la 


=f + e-f-ar -. 


Rez 


Soit aun nombre quelconque, différent de o et soit a’ sa valeur 
or ooh ror Ab, 
absolue ; l’égalité précédente montre, en y remplacant x par |» 


que, sous la condition « <a’, ona 


(r) — x Cae aaa qo te ol 


la majorante naturelle du second membre, pour les valeurs consi— 
dérées de x est 


telle est donc, pour les mémes valeurs de x, la majorante naturelle 


: l 
: : a ee 1 es 
de - 7: au reste, pour ces valeurs, l’inégalité| ~~ | S77 ’ 
résulte de V'inégalité évidente | « —a | =a’ — az’; cette méme 


inégalité, en désignant par 1 un nombre positif, entraine 


I 
= (a — x)" : 


lea 


i i Pee 
la fonction ii ah est donc, pour les valeurs considérées de «x 


‘ I = . 
une majorante de la fonction a que ce soit la majorante 


3 
Gs 
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naturelle, c’est ce que le lecteur reconnaitra immédiatement, dés 
qu'il aura vu l’extension dela formule du binome aux valeurs ima- 
ginaires de la variable. 

On déduira encore sans peine de l’égalité (1) que les fonctions 


x a 
ea eae 1a gs ee 
a’ (a' — x) a’* (a' — zx) 


sont, en supposant toujours | ¢ | <a, les majorantes naturelles 
des fonctions 


I 1 I x 
+5 Sb a tie 
x—a a Cera IO, a a* 
344. — Quoique je n’aie pas l’intention de traiter des fonctions 


de plusieurs variables, je dois cependant indiquer une généralisa- 
tion immeédiate de la notion de série entiére en a. 

Considérons la série 4 entrée pvp! 
(1) »3 a 


sumed Ayy Ary very Ap 4 
CIR Ca yooan 


Ao 
a 
5 

Ol es "Ag. eo: sont des coefficients numériques et ou 


2; Wg, >, &» désignent-p variables ; «,,o,, .::5:%, sont des nombres 


| 


+» Xp 


entiers positifs ou nuls ; la sommation est étendue a tous les sys- 
témes distincts (a,, 2, ..., #))3 On a vu au Chapitre Il comment ces 
systémes formaient un ensemble dénombrable. 

En désignant par a,, a), ..., @) des nombres posilifs, je suppose 
que la série 4 termes positifs ou nuls que l’on déduit de la série (1) 
en y remplacant les coefficients Az,, x, . 


oe 


x, par leurs valeurs ab- 
solues et @,, 2%, ..., &» respectivement par a,, @, ..., a)», soit con- 
vergente. I] est clair que la série (1) sera absolument convergente 
pour les valeurs de #,, #,, ..., @» qui satisfont aux conditions 


— 
to 
S 


ee [ at, $i rns He oma cer 
la somme de la série, pour l’ensemble de ces valeurs est une fonc- 
tion des p variables «,, @, ..., 2). En supposant toujours que ces 
variables satisfassent aux conditions (2), on peut ordonner la série 
comme l’on veut; on peut par exemple, écrire le terme indépen: 
dant Ao,o, ..., 0, puis les p termes du premier degré, puis les 
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p(p + 1) 
I 


«Z 


termes du second degré, etc... ; on peut aussi ordonner 


par rapport & l'une des variables, «, par exemple ; on obtient alors 
une série entiére en x, dont les coefficients sont des séries analo— 
gues a la série (2), mais ne contenant plus que p— 1 variables 
Sty Jiec owen Coy ei ope c 
La fonction f(%,, @,, ..., &n) est continue, c’est-a-dire que : 
Quel que soit le nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre 
p nombres positifs ¢,, ¢, ..., ¢», tels que l’on ait 


RP eas, secs Ly) Ay (Ay eg ee 


sous la condition que les nombres «/, x1, ..., x, satisfassent aux 
conditions (2) comme les nombres x, x, ..., £» et que l’on ait 


Lee ee es [eae Ge Coan | apr anal Pas ey. 


La démonstration est pareille 4 celle que l’on a donnée pour le 
cas d'une variable. 

Enfin on a une proposition semblable au théoréme d’Abel: 

Soient b,, ..., 5, n nombres quelconques, différents toutefois 
de o; si l'ensemble des nombres positifs ou nuls 


ay p%2 LX 
| Aa. Ay, wey Hp o oe aa b 


est borné en haut, on pourra prendre pour a,, a, ..., a, des nom- 
bres positifs quelconques, respectivement plus petils que 
|b,|, [03], ..., [bp| ; la série (1), a entrée pee sera absolument con- 
_vergente pour ©, = @;, L, = dy, ..., Ly = Ap. 

En effet, les séries 4 termes positifs 


a, a, a, |%1 
re || + St eee 
b, b, 44 
a, a, a, |%2 
ie b UE uty aaah ares Oboe ae b, | =e 00 
2 Y5 2 
a, dy, ay |%» 
r+ {72} + He ase ET A 
by by by | 


sont convergentes, il en est de méme de leur produit 


2 Lp 


a fo 
sy ES ae 


5 Ly 
dod | 21 OE2 D2 


Hi, Aa, 64 Hy 
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et de la série que l’on déduit de celle-la en multipliant respective- 
ment ces termes par des nombres positifs qui restent tous infé- 
rieurs 48 un nombre posilif fixe, par exemple en multipliant par 
- Osan aa 


le terme 


Bq Op, oo, 


a ae Ze 
Q,* Ay* oo» Ay® 


pe bee, Bee 


> 


la série & termes positifs ou nuls 


Ay, Hay --0, Hy 


est donc convergente, c’est ce que l’on avait annoncé. 

ll est tout naturel d’étendr> 4 ce cas |’expression de fonction 
majorante, et de dire que la fonction F (a, #2, ..., 2,) somme de 
la série 
(3) WES ere ee 

Sip Ooatecns ey 
dont les coefficients sont les valeurs absolues des coefficients de la 
série (1) est une fonction majorante de la fonction f(a, #2, ...,x)); 
on a, pour toutes les valeurs de @,, x, ..., x, qui satisfont aux 
conditions (1), 


Flory], datgly oro :[itp|) == [ff (tye age --o0 Ty). 


Revenons aux séries 4 une variable. - 


345. — Lorsque la série 


Oy Eye oe SO" = ae, 


dont je désignerai la somme par f(a), est absolument convergente 
pour w = @,, elle est, d’aprés ce qu’on vient de dire, uniformé- 
ment convergente pour I’ensemble des points qui appartiennent au 
cercle dont le centre est au point o et qui passe par le point a. 
Abel a montré que si la série est convergente pour x, (sans suppo- 
ser qu elle le soit absolument), elle est uniformément conyergente 
pour l’ensemble des points appartenant au rayon qui va du point o 
au point av. Si l’on avait a) = 1, cela reviendrait A dire que la 
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série est uniformément convergente pour les valeurs (réclles) de x 
qui appartiennent 4 l’intervalle (0, 1); il suffit, dans le cas géné— 
ral, de faire la transformation « = «,£, pour ¢tre ramené a ce cas, 
que je considérerai seul. 

En supposant donc que la série 


(2) Qj + a +... + GO, +... 
soit convergente, il s’agit de prouver que la série 
(1) Ay + Ay Fe wee Ay H” +H wn. 


est uniformément convergente dans l’intervalle (0, 1). 

Cela va résulter d’une forme du reste, qui comme l|’a montré 
M. O. Stolz, met en évidence non seulement le théoréme d’Abel, 
mais une proposition plus générale. Cette forme du reste résulte 
elle-méme de l’égalité 


(3) F(t) = (1 — @) & + se +... + bye" + ...), 


ou s, désigne en général la somme des n + 1 premiers termes de 
la série (2); cette égalité est vraie pourvu que la valeur absolue 
de «x, que je désignerai par «’, soit moindre que 1. Qu’il en soit 
ainsi, c'est ce que l’on voit, soit par une simple vérification, en 
effectuant la multiplication indiquée dans les econd membre et en 
constatant qu'on retrouve ainsi, aprés avoir ordonné, la série (1), 
soit en observant que la série 


(4) Sp —F Sy Ew... + 5,0" +... 


résulte de la multiplication, par la régle ordinaire, de la série (1) 
par la série 


(5) UNS Res ean hc ee 


I r . Wie) 
dont la somme est ~~. Les deux opérations sont légitimes 


dune part, en effet, de ce que la limite de s,, pour n infini, est la 
somme f(1) de la série (2), il résulte que la valeur absolue des 
nombres s, ne peut dépasser un certain nombre positif fixe P, la 
borne supérieure de l’ensemble des nombres | s,,|, que, par consé- 
quent, la série (4), dont le terme général est au plus égal, en 


valeur absolue, & Pnw'” est (absolument) convergente pour a’ < 1, 
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. 
en sorte que la multiplication de cette série par 1 — a ne com- 
porte aucune difficulté; d’autre part, la série (5) est absolument 
convergente, comme la série (1), pour « <1; la régle de Ja mul- 
tiplication s’applique donc bien a ces deux séries. 

Ceci posé, quand a’ est moindre que 1, la somme de la série (4) 
est au plus égale en valeur absolue a 


P(t } a! f= wen FT gl? | ...) = ——__,- 


Sous la condition aw’ <1, on aura donc, a cause de |’iden- 
tité (3), 


Ceci posé, soit } un nombre réel plus grand que 1; pour l’ensemble 
des nombres x qui vérifient les deux conditions 


as, Race. ee 
; i—a2 =" 

on aura 

(6) | f(x) |S >P, 


et cette inégalité subsiste pour « — 1; en effet les relations 


eens aa 2 


r= ® 


impliquent | f(1) |S P. 
Le reste de la série (1), limitée au terme a,x", peut s 


, 


écrire 
Fig (2) eege l(a) 
en posant 
) (x) = Anti + Ayo + ...5 


Vinégalité (6) s’applique aussi bien a la série g(x); seulement on 
doit remplacer P par la borne supérieure de l'ensemble des nom- 


bres 
(7) | An+1 | , | 41 U2 | ’ Anty —- Anis + An+3 | Koos 


or, en raison de la convergence de la série (1) on peut faire corres- 
pondre & chaque nombre positif ¢ un nombre naturel p tel que 
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tous les nombres (7) soient moindres que ¢ sous la condition n> p ; 
sous cette condition, on aura donc 


| Ry (x) | < re 


pourvu que « satisfasse aux conditions suivantes : ou bien « est 
égal 4 1, ou bien on a a la fois 


(8) meen We = —— <=. 


En d'autres termes la série (2) est uniformément convergente (au 
sens étroit) pour tout ensemble de valeurs de «x qui satisfont A ces 
conditions, par exemple pour l’intervalle (0, 1), ok lon a we = a’. 

Quand a l’ensemble des points x qui vérifient les conditions (8), 
on reconnait bien facilement qu'il constitue, en y comprenant le 
point r, un domaine simple dont le contour est la petite boucle 
d’un limacon de Pascal ayant son point double au point 1; si l’on 
prend ce point pour pdéle et la direction qui va vers le point 0 pour 
axe polaire, on pourra construire cette boucle au moyen de |’équa - 


tion, en coordonnées polaires r et 9, 


d 
r=). 5 (A cos 8 — 1), 


Pome Ee, I : 
en faisant croitre @ de — arc cos 5 4 + are COs 5. On voit tout de 


suite que cette courbe est aussi voisine qu’on veut du cercle de 
convergence pourvu que A soit assez grand, et que l’angle des tan- 
gentes au point double qui contiennent la courbe est, dans ces 
conditions, aussi voisin de deux droits que l’on veut. Dans ce 
domaine, la série est uniformément convergente; sa somme est 
donc une fonction continue de «, puisque ses termes sont des fonc- 
tions continues. 

En particulier, quand le point « s'‘approche du point 1 en suivant 
une corde, ou le diamétre, qui aboutit en ce point, f(a) a pour 
limite f(1). 

Voici des applications ob je supposerai x réel, d’autant que les 
fonctions log (1 + x), arc tg « n’ont pas encore été définies pour 
d'autres valeurs de x. 


¢ 
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On a démontré, en supposant | «| < 1, les égalités 


£L ie i 

log (1 + x) = ae ae 5 ened 
x x a 

arc tg x ear i 4 ++ aes arose 


elles subsistent pour « = 1, puisque, pour cette valeur log (1 + a 
et arc tg « sont des fonctions continues; on a done 


I I I 1 

log2= | : ; 3 a ee 
oe I I l 
eee ga bape eae 


On a démontré que, si les deux séries 


Cig AX yoke S55 oe ig a ties 
by = by ae nn SD ee 


étaient absolument convergentes, la série 
aAgby + (apd; + abo) +... + (Qoba + .-. + ayby) +... 


était absolument convergente, et que sa somme était égale au pro- 
duit des sommes des deux premictres; il suffit, pour pouvoir affir- 
mer cette derniére propriété, que les trois s¢ries soient convergentes : 
en effet les trois séries 


Ay + ae +... + aa + .., 
by 4- bye + ws. 4 be™ = 
Ayby + (dob + ayby) @ + «0. + (Qoby + 0. + G,B9) 2" +... 


sont absolument convergentes pour 


«| <1; pour de telles valeurs, 
ona 
P(j=sA(a) xB (a) 


en désignant par A (a), Ba), P (a) les sommes de ces trois séries. 
Il suflit maintenant de faire tendre # vers 1 par valeurs réelles et 
plus petites que 1 pour arriver a la conclusion énoncée. 


346. — Soit 


(1) fie) =e + aye + ane? +... 
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une série que je suppose convergente tant que l’on | «|< R, en 
désignant par R un nombre positif. 

Pour « = 0, f(x) se réduit & a); c'est d’ailleurs une fonction 
continue; si dp n’est pas nul, f(x”) ne sera pas nul tant que la 
valeur absolue de « sera suflfisamment petite; en d'autres termes 
on pourra décrire de 0 comme centre un cercle de rayon suffi- 
samment petit pour que f(a) soit différent de o pour tous les 
points # qui appartiennent au cercle. 

Supposons maintenant 


p05 == OF ney == OF Oy, Sat 


on aura 


I (2) a x” (Ay =F Onli 4 <.-)- 


Dans un cercle suffisamment petit décrit autour du point o 
comme centre, la série qui figure entre parenthéses dans le second 
membre ne s’annule pas; dans le méme cercle, la fonction f/x) ne 
peut s annuler qu’au centre, pour 7 =o. 

Si donc tous les coefficients de la série (1 ne sont pas nuls, la 
fonction f(a) ne peut s annuler pour tous les points d’un ensemble 
dont o serait un point d’accumulation. En particulier, elle ne peut 
étre nulle pour toutes les valeurs de z. 

Deux séries entieres en # ne peuvent, sans étre identiques terme 
& terme, prendre des valeurs égales pour tous les points d’un 
ensemble dont o serait un point d’accumulation. 


347. — Sil’on a des séries entieres en x, convergentes tant que 
Yon a || < Rh, on peut les ajouter, les retrancher, Jes multiplier 
par des régles semblables a celles que l'on applique aux poly- 
nomes ordonnés suivant les puissances croissantes de x : le résul- 
tat est toujours une série enticre en #, conyergente tant que l’on 
a fat KR. 

Pour ce qui est de la division, on donnera plus tard (n° 398) 
une régle plus précise que celle qui suit; il nous sera toutefois 
commode de savoir immédiatement que l’opération peut se faire et 
qu'elle est valable pourvu que la valeur absolue de la variable soit 
suffisamment petite. 


* 
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Considérons da’abord une série de la forme 
(OC) ea he eens ny 


dans laquelle on suppose | %| 1, en sorte que cette série est 
absolument convergente pour <_ 1. Je me propose de cher- 
cher sil y a une série 


40 


V(x) = 1 + Bix + Bow? + ..., 


tel que le produit f(x) g(a) soit égal 4 1 pour toutes les valeurs 
de x qui rendent les deux séries convergentes ; d’aprés le numéro 
précédent, il faut que, si l'on forme le produit o(a) (a) par la 
régle ordinaire, le premier coefficient soit égal 4 1 et que les autres 
coefficients soient nuls; on obtient ainsi Jes équations 


(38, +4, =0 
(1) begin sat ees 
\ Bs + 2182 + %8, + 2, =O 


qui déterminent successivement et sans ambiguité les nombres 
‘ ‘ : : ef 
(21, (22, [a,...; Ges nombres satisfont évidemment aux inégalités 


et | eh |= 2"~', comme il est bien aisé de le reconnaitre. 
La série 1 +a+ 207+... + 2” a" +... est absolument 


1 4 : A 
— il en sera de méme de la série v (a); 
rd 


v0) 


convergen te pour 


en supposant les coefficients 1, f2,... Gr,... déterminés par 
les équations (1), et il est clair que l’on aura (x) b(x) = 1, 


Lees I 
pourvu que la valeur absolue de & soit inférieure A aie On re- 


marquera que, si l'on veut calculer seulement (i, Sane) Cau 
suffit de connaitre a, @2,..., Zn et que, au lieu d’employer la 
méthode des coefficients indéterminés, on pourra faire la division 
de 1 par le polynome 1 + aie +... + Gav”, en s’arrdtant, au 
quotient, au terme en x”. 
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Observons encore que, par le raisonnement dont on s’est servi, 
on est assuré que l’équation 9(a#) =o n’a pas de racine dont 
la valeur absolue soit inférieure 4 -. 

Si Ton veut diviser par o(x) une série entiére ®(x), pour 
laquelle le rayon de convergence est R, il suffit de former la série 
Ye), puis d’effectuer le produit ®(x) b(x); le résultat est une 
série entiére absolument convergente pourvu que la valeur absolue 


om eae ; i 
de x soit inférieure A la fois A R et A ; 


On raménera au cas précédent la division par une série enliare 


f(x) =a + aye + aga? + ..., 


dans laquelle on suppose que a) ne soit pas nul, en faisant d’abord 
le changement de variable «=k, ce qui donne 


et en déterminant le nombre positif k de maniére que l'on ait, quel 
que soit le nombre naturel n, 


+sV/f3] 


La division par f(k2) sera légitime si l’on a | : 


SW 
a 


I ; 

~ el, par conse- 

2 7 

quent, la division par f(x) sera elle-méme légitime si l’on a 
Ps Ae ‘i diti ; a e: ‘ 

|@| << 57,3 Quant & la condition imposée 4 k, on peut certaine- 


ment y satisfaire; soit en effet ) un nombre positif pour lequel la 
série proposée soit convergente; on aura lim. |a,d"|=o; Il 


i =='60 


existe donc un nombre naturel n 4 partir duquel on a | and”! < | ao!, 


ou 


= | P 
A fe 
</|2|; 


on prendra /: plus petit que ), et que 


VE VEEL Viel 


ay. 
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Dans la pratique, pour effectuer la division par f(x) d’une série 
entiére en a, ou plutét pour calculer les termes du quotient 
jusqu’au terme en x”, on substituera au dividende et au diviseur 
les deux polynomes que l’on obtient en supprimant les termes de 
degré supérieur 4 m, on effectuera la division d’aprés la régle rela- 
tive aux polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes 
de x, et en s’arrétant au terme en x”. 

On reconnait immédiatement que le quotient contient un terme 
indépendant de w s'il y en a un au dividende; plus généralement, 


si le dividende commence par un terme en «?, il en sera de méme 
du quotient. 


348. — On a supposé que le premier coefficient a, du diviseur 
n’était pas nul; si ce coefficient est nul, si le diviseur par exemple 
peut se mettre sous la forme 


Ax” +- A ere am Agron? t* Saar 


on voit tout de suite comment les choses se passent en se reportant 
& la division des polynomes; on peut continuer, pour trouver les 
premiers termes du quotient, d’appliquer la méme regle; on 
peut aussi eflectuer la division par la méme série 


An + An44® + An4oX® + ..., 


puis diviser chaque terme du quotient par a”; ce quotient, si l’on 
ne peut pas mettre en facteur au dividende une puissance de x 
égale ou supérieure an, se présentera sous la forme 


A, A { 


Ay 3 
are Lee =e! be + Fate eee O20" =a 


ot. r désigne un nombre naturel. Cette forme est valable pourvu 
que « ne soit pas nul et que sa valeur absolue soit suffisamment 
petite, On dit alors que, pour le quotient, le point o est un pole 
dordre r. 

Cette notion de pdle, qui s’est déja introduite dans les fractions 
rationnelles, est tres importante, il convient de la présenter d’une 
facon générale. 


On dit que a est un pédle d’ordre r de la fonction f(x) de la 
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variable imaginaire « si cette fonction peut, pour les valeurs de x 
autres que a et suffisamment voisines de a, se mettre sous la forme 


ou P(x — a) désigne une série entiére en #« — a, convergente 
quand « —a est suffisamment petit en valeur absolue et ou 
A,, A,_y,---, Ar sont des constantes dont la premiere n'est pas 


oe I . 
nulle : Dans ce développement, le coefficient A; de |, Joue un 


role particuliérement important : on l’appelle résidu du pdle a. Ce 
pole est dit simple quand r est égal 4 1; dans ce cas le résidu est 
manifestement la Jimite, pour 2 = a, du produit f(x) (a — a). 

D’une fagon générale, le second membre de l’égalité (2) sera 
dit le développement de ia fonction f(a) relatif au pdle a et 
lexpression 


A, A Hd 


Ay 
= 


(c— ar a @ at © L— 4 


sera désignée comme la partie principale de ce développement, ou 


. . rN ’ qT 
de la fonction, relative au pole a. C’est un polynome en ———— 


sans terme constant. 


- 349. — Soit 
(1) Ug (a#) + uy (x) + ... + uy (ae) +... 


une série dont Jes termes sont eux-mémes des séries enlidres en 2; 
je poserai en général 


URS iy gt Wy gil I an FO Oy DP = os (0-1, 2.) 


Je suppose toutes les séries un(x) absolument convergentes pour 
“2 =a, a étant un nombre positif. Je désignerai en général par 
Un(x) la majorante naturelle de u,(x#) et par A, la valeur que 
prend U, (x) pour « = a; en d'autres termes A, est le nombre 
positif ou nul 


| Ho, | alte | Und a | Uy, nd? | Biles 
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Je suppose enfin. que la séric, A termes positifs ou nuls 
Ay = A, + see — iN +... 


soit convergente; on a alors les deux propositions qui suivent 
I. La série 


Up (x) + uy (x) +... + Un (2) 


est absolument et uniformément convergenle dans le domaine des 
points « défini par linégalité 


x |<a; dans ce domaine, la 
somme de la série est une fonction continue de x et peut se repré- 
senter par une série enliére en #, absolument convergente. 

II. Dans le méme domaine, le produit infini 


(2) [1 + uy (x)] fr + a, (x)} .. [2 + a, (x)] ... 


est absolument et uniformément convergent; sa valeur est une 
fonction continue de «, et peut se représenter par une série entiére 
en x, absolument convergente. 

Ces deux propositions seront généralisées plus loin (n° 4o2) : 
sous la forme restreinte ott on vient de les énoncer, elles rendent 
déja de grands services et leur démonstration est immédiate, Il n'y 
a évidemment lieu & démontrer que les derniéres parties des énon- 
cées ; que la série (1) et le produit infini (2) soient absolument et 
uniformément convergents dans le domaine considéré, que leurs 
valeurs respectives soient des fonctions continues, c'est ce qui 
résulte évidemment du n° 483, interprété comme il convient 
quand on considére des nombres imaginaires. 

I. D’aprés les hypotheses que l’on a faites, la série & double 
entrée 


= ) == O,7 I, 2,... 
XN | uy,n@? |, ] » TL, Qyeee, 
ome N=SOL MT eo eee 
n, p 


est absolument convergente ; il en est de méme, sous la condition 
| « | =a, de la série 4 double entrée 
N 
oneal 
nyp 
on peut, dans cette série, grouper les termes comme l’on veut ; 
en réunissant d’abord les termes ou nr est le méme, puis en faisant 


Wyre? 5 
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varier n de 0 8%, on reproduit la série (1); en réunissant au 
contraire les termes ot p est le méme et en faisant ensuite varier p 
deo aA © on obtient la série entiére en x 


Ue Ud Ug ee a Ue toaenss 


en posant 


Vp» = Upyy “Ups, Hwee  Uyn oe 5 


cest le résultat qu’on avait Cnoncé. 

II. La seconde proposition résulte de celle qu’on vient de dé- 
montrer, en transformant comme on l’a expliqué au n° 424, le 
produit infini en une série 


1+5,+5,+..+5,+ .. 


~ 


= > uw, (@) Uy (ay ae Uy (x), 


CAC Cae ds 
la sommation, étant étendue 4 l’ensemble des systtmes différents 
de nombres entiers, positifs ou nuls, (%,, %,, ..., %,) tels que l’on 
ait %, <a, ... <a. La série 4 entrée rp’ S, est absolument con- 
vergente pour « = a; elle reste telle quand on y remplace u,, Wy, ... 
Bates, Asss<-le,terme 


peut d’ailleurs étre mis sous forme d’une série entiére en a, en ap- 
pliquant les régles de la multiplication des séries: le résultat est 
toujours absolument convergent dans le domaine défini par la con- 
dition | « | <a. Enfin la valeur absolue de ce terme est au plus 
égal A Aw, Aa, ... Aa,. La série 


2D. — > Aa, Aa, eee A 


a, Ad, wey ay 


Ap 


est convergente ; il en est de méme de la série 
I+ 2,-+ 2, -+ ... + 2). 


On voit donc que toutes les conditions imposées dans le théo- 
reme I sont vérifiées pour la série 1 + 8, + 8, + ... 3 cette série, 


31h INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


ou le produit infini, peut donc étre mis sous forme d'une série en— 
tiére en x. 
Il convient de remarquer que le coefficient du terme en x dans 


cette série est le méme que dans le développement du produit in- 
fini 


(1 + Uejy + Uy,0%) (I + toy 04,12) «0. (1 + Uon + Win) -»- 
Dans le cas ot le produit infini 
ra == (1 = Uv,0) (1 == Uo,1) ose (1 == Uo,n) eee 


nest pas nul, c’est-a-dire dans le cas ot le produit infini (2) ne 
s’annule pas pour « = 0, ce coefficient peut s’écrire 


U1,0 U4 eae On | : 
0 = T — = eee 7 ’ 
I = te Uo,0 Se Uo,1 I = Uo.n 


si P, était nul, l'un des facteurs, par exemple 1 + U,,, serait nul, 
et le coefficient cherché s’obtiendrait en multipliant par u,,, le pro- 
duit iafini dont les différents facteurs s’obliendraient en donnant a 
r, dans rt + wy, toutes les valeurs 0, 1, 2, ..., sauf la valeur p. 

La remarque suivante nous sera encore utile : les majorantes na- 
turelles U, (x), U, (x), ... des séries w)(x), u,(x), ... satisfont 
évidemment aux conditions imposées 4 ces fonctions pour l’appli- 
cation des théorémes (I) et (II) ; sous ces conditions, par consé- 


quent, et dans le domaine | x | =a, la série 


U, (x) + U, (2) +..-. + U, (x) + ... 
et le produit infini 


(i geste U, (x)] WS U, (x)! 


ue [1 Fifa Ute aa 


sont absolument convergents, sont des fonctions continues, sont 
développables en série entiére en a; ces fonctions sont respecti- 
vement des majorantes de la série 

Uy (@) +-.U, (2) +... + Un (x) +... 
et du produit infini 


a 


[t = a) (@)] [1 + uy (w)] se [1 42 a, (x)... . 
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III. Supposons que la série, entiére en y; 


GAY) = by Ey He Dag? ae 


soit absolument convergente sous la condition | y | <6, en dési- 
gnant par 6 un nombre positif. Soit maintenant 


Sf (@) ay + aye eo + aye + on, 


une série entiére en x, absolument conyergente sous la condition 


. 
| « | <a, en désignant toujours par a un nombre positif. Je 
suppose en outre quela somme dz la série 


|a,| + |aa|]—+... + |a,a"|+.. 
soit au plus égale a b. 

Dans ces conditions, si, dans la série g (y), on regarde y comme 
étant égal a f(a), il est clair qu’on aura défini une fonction conti- 
nue de x dans le domaine | « | <a. Cette fonction peut encore 
étre représentée par une série entiere en &. 

C’est une conséquence aisée de la proposition I; en effet 
y, Ys «+, ¥", ... sont des séries enliéres en x, absolument conver- 
gentes pour « =a; les sommes de ces séries, quand on y rem- 
place les coefficients par leurs valeurs absolues et x par a, restent 


au plus égales a b, b?, ..., b”, ...; on en conclut que les condi- 
tions imposées dans le théoréme I sont vérifiées pour la série 
b, + by + by? +..., quand on y regarde les termes comme les 


séries entiéres en x que l’on vient de définir. 

Dans le cas ot la série g(y) est convergente quel que soit y, le 
rayon de convergence de la série en # que l'on obtient en procé- 
dant comme on I’a expliqué est au moins égal au rayon de conver- 
gence de la série f(x). 

IV. La proposition LI est susceptible d'une généralisation qu'il 
suffira d’énoncer. 

Soit, en reprenant les notations du n° 344, 


x io & x 

pet m*2 aptp 

A ee, a Le a 

(1) » Hy, Aare 5 Ap 4 2 pz 
Hy Faye Hp 


une série pa p variables, absolument convergente sous les con- 
ditions 


(2) Pete et ae, Ae Le 
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oll d,, @, ..., @ sont des nombres positifs; si l’on regarde 
i Ge ae re p) comme la somme d’une série entiere en «x, 
sek 


absolument convergente so 
dont la majorante naturelle prenne pour 2 = @ une valeur au plus 
égale 4 a,, la somme de la série (1) sera une fonction de a, définie 
sous la condition | « | =a, qui peut se mettre sous forme d'une 
série entiére en « absolument convergente pour « = a. 

Dans les propositions I, II, IIL,IV. u(x), f(x), x, ont désigné 
des séries entiéres en « ; naturellement les propositions subsistent 
quand quelques unes de ces séries se réduisent 4 des polynomes ; 
c’est ce qui arrive dans l’importante proposition qui suit. 


350. — Soit 
(1) fey = 4, Sa, e Ae. a 


une série entiére en x. Pour ne pas multiplier les notations, je me 
permettrai d’employer le méme symbole.) pour désigner la sé - 
rie et sa somme. Je désignerai par x’ la valeur absolue de & et par 

Lcellede A9( R= 0; Del Decl l© eSURE Or que la série (1) con- 
verge (absolument) sous la condition w < A, A étant un nombre 
positif, que l’on pourra prendre arbitrairement si la série (1) con- 
verge quel que soit #, que l’on prendra, dans le cas contraire, égal 
ou inférieur au rayon de convergence R de la série (1). Il est a 
peine besoin de dire que l’on exclut le cas insignifiant ou ce rayon 
serait nul, 

Je regarderai provisoirement @ et a’ comme fixes; on suppose 
a’ < A; soit H un nombre posilif fixe moindre que A — a’; soit 
h une variable assujettie & la condition | h |< H. La fonction 
de h 


[(@ +h) =a) + a, (@ + h) +... + ay(e@ + h)h 
est définie pour toutes les valeurs de h qui satisfont & cette condi- 
tion; la série 


t 


ay + ai (a + H) + ... + a), (a + H) 4 


est d’ailleurs convergente puisque a + Hest moindre que A. 
Il suit de JA que la série 


(h) a + a,(¢@ +h) +... 4+ a,(@ + A)*+..., 
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ou hi est la variable, satisfait aux conditions sous lesquelles le théo- 
réme I du numéro précédent est applicable: an (a + h)" remplace 


U, (2); a, (£2 + TH)” remplace An. On peut donc développer et or- 
donner suivant les puissances de h ; le coefficient de h” est le pro- 
duit par 
I 
Ds n 


de la série 


N(N—1)... 1G, + (N+ 1) Nn... 2ayy ye + (N+ 2) (N+1)...3a,1907 +... 
+ (n+ p) (n+ p—1)... (p+ Tay, a? -+ ..., 


qui, en vertu du théoreme méme que l’on applique, est une série 


En résumé, on est parvenu au théoreme que voici : 
Soit 


(t) [4,4 62 +... 8 


une série entire en 2, convergente pour | x | < A; sousla méme 
condition, les séries 


i ae + 24,02 + 3a,0* 4-0... + (Nn +1) ayyye” + ..., 
ve (x) =1.2a,+2.3a,2+-3. Bi erate eiteacatae 
f(a) 1.2 ... pay +.2.3 ... (p+ 1), 410 +... 
+(n+ 1) (n+ 2)... (M+ p)an4,2"+ ..., 


. . . . . . . . . . 


sont absolument conyergentes et l’ona 


h ,, jae hn . 
@) f+ )=fe)+ -f @)+— fe) +--+ —— frlo+--., 


sous les conditions 


fa P= A, la|+lh|<A. 


- 


La premiere de ces conditions, nécessaire pour que la seconde 
puisse ¢tre vérifiée par quelque valeur de h, est nécessaire aussi 
pour que l’on soit assuré de la convergence des séries f(x), f"(a), ... 
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On remarquera que la série f"(x) se déduit de la série /' (x) 
comme la série f' (x) se déduit de la série f(a); de méme, la série 
Sf" (x) de la série f"(x), etc... Si l’on se donnait la série f’ (x), les 
coefficients de la série f(x) seraient tous déterminés, saufa,; f(x) 
serait déterminée a une constante additive pres. 

Les séries f(x), f’(a), ... convergent pourvu que l’on ait 
| 2 | <A; leur rayon de convergence est au moins égal a A. 


Si la série f(x) est convergente quel que soit a, il en est de 
méme des-séries f’ (a), f"(a), .-- 

Si le rayon de convergence de la série (1) est R, il en est de 
méme pour les séries f(a), f" (a), ... D’abord le rayon de conver- 
gence de ces derniéres séries est au moins égal & R, puisqu’on 
peut prendre A = R. Si, maintenant, la série f’ (x), par exemple, 
converge pour la valeur x, son n*™° terme na,x#"—! tend vers o 
quand n augmente indéfiniment; il en est de méme, a fortiori; 
de a,x"! et, par suite de a,x”; on a donc | « | = R (n° 342) et 
par conséquent le rayon de convergence de la série f’ (~) ne peut 
dépasser R: il est égal a R. 

Toutefois, sur la circonférence méme du cercle de convergence, 
le caractére de la série f(x) et de la série /’ (a) n’est pas le méme, 
en général. Si la derniere série est absolument convergente au 
point a, il en est de méme de la premiére, dont les coefficients 
sont plus petits en valeur absolue ; mais la réciproque n’est pas 
yraie, comme on le voit en prenant, par exemple, 


5 He oe oe 
JO) SSF ag Os ee ey 
d’oti l'on tire 


pile) ee a Bde ha eee ee 


La premicre série converge pour # = 1, et non la seconde. 

Si la série (1) est convergente quel que soit 2, on peut prendre 
A aussi grand qu’on le veut, la série (h) est convergente quel que 
soit h; l’égalité (3) a lieu quels que soient x et h. 

Si le rayon de convergence de la série (1) est R, on peut prendre 
A = R; a est une constante assujettie & la condition |e) RS 
la série (h) est absolument convergente, et la formule (3) est va- 
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lable, pourvu que l’on ait | h | < R — | a |; le rayon de conver 
gence de la série (1), entiére en h, est au moins égal A R — | « |. 

Il est aisé de montrer sur un exemple que le rayon de conver- 
gence peut dépasser R — | & |. Considérons par exemple la série 


I+e+a?7s+ ..., 


1 . 
dont le rayon de convergence est 1 et dont la somme est Sie! 


ee 2 
lon y remplace « par « + h, et qu’cn ordonne par rapport a h, 
les opérations seront légitimes sous les conditions 


ee ih Jhl[<ai— 


x |; 
la série en # a Jaquelle on parviendra aura pour somme 


I a I 
Teo je eS h 


I h hr 


Sap ares (@— ay” <> Gan ape 


elle sera donc identique a la série qui figure dans le dernier membre 
de l’égalité précédente; c'est ce qu’on reconnaitrait d’ailleurs aisé— 
ment en faisant le calcul; l’égalité précédente est valable, et la série 
qui figure dans le second membre est convergente, sous la seule 
condition | h | < | 1—« or, ona| r—ae|>1—|2#|], 
si x n'est pas réel. 

Il est tout naturel de se demander si les choses se passeront en 
général comme dans l’exemple précédent, c’est-a-dire si l’égalité (3), 
qui nest démontrée que sous la condition | h | << R —| «x |, 
subsiste tant que la série qui figure dans le second membre est 


convergente; on établira un peu plus tard qu’il en est bien ainsi, 
en supposant 


(ete Ry obese hy eR: 


On établira aussi que le rayon de convergence de la série (h) est 
au plus égala R + | = |. 

La proposition qui fait lobjet principal du présent numéro 
s’étend sans peine aux séries entieres a plusieurs variables. Je me 
borne & quelques indications sur ce sujet. 


a 
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354. — Reprenons les notations du n° 344 relatives 4 la série 


= hy 42 Ap. 
If (ate, Bee py) = » Re eS ee 
Hp, Ha, ery Ay 
regardons £,, X,, ..., ©» comme des constantes satisfaisant aux 
conditions 


Pcp a; [a |< ay., | tp |< ay, 


ou cette fois l’égalité est exclue; soient H,, H,, ..., H, des nombres 
positifs respectivement inférieurs a 


a — | ai, a, — | &, |; arti ay — | &p |, 


et h,, h 


yy ««+) My des variables assujetties aux conditions 


|_| SH, |&|SH,., [| SU; 


sous ces conditions, la fonction f(a, + fi, 2, + hy, ..., ©) + h,) 
peut se mettre sous la forme doune-semeventiére en hi, h,, .-..14 
absolument conyergente; les coefficients sont eux-mémes des séries 
entiéres en x,, 2, ... &), absolument convergentes sous les condi- 
tions énoncées. Je n’insiste pas sur la loi de ces coefficients, je me 
contenterai de remarquer que le coefficient de h, est 
VA aot F 2 gt 
2 P 


Ay, Aoy» «> Xp 
Hy, Hay very Xp 


>] 


ot il est entendu qu'il ne figure pas de puissance des variables a 
exposant négatif; le terme écrit disparait quand «, est nul. 


352. — Supposons que la fonction f(a) soit définie au point x 
et aux environs, Si, en désignant par ¢ un nombre positif, qui peut 
d’ailleurs étre aussi petit qu’on le veut, la fonction f(a + h) de la 


variable h peut sous la condition | h | < ¢,se mettre sous la forme 


f(e+h)=A,+A,- 


la fonction f(a) est dite réqulicre au point «. Le nombre A, est 
forcément égal A f(a), puisque l’égalité précédente doit subsister 
pour i = o. La fonction ne peut pas étre réguliére au point « sans 
y étre continue. 
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Les nombres A,, A,, ..., An, ... sont, par définition, les dérivées 
premiére, seconde, ..., n®™, ... de la fonction f(x) au point a. 

Supposons que la fonction f(a) soit réguliére en chaque point « 
dun continuum C; alors, a chaque point correspondra une suite 
de nombres Ai, Ay, ..., A,, ..., qui pourront donc étre regardés 
comme les valeurs au point x d’une suite de fonctions Fes 
f'(a@), ..., f"{w), ... définies dans le continuum, fonctions aux- 
quelles on donne aussi le nom de (fonctions) dérivées successives de 
Ja foncuion f «). Ainsi, a chaque point # du continuum correspond 
un nombre ¢ tel que l’on ait, sous la condition | h | < ¢, 


fle +N =fey ttf @ +. + sre) +.3 


on dira alors que la fonction est réguliere dans tout le continuum 
‘en 

Supposons, par exemple, en désignant par «) un nombre fixe, 
que f(x) soit la somme de la série entiére en & 


© 


Ls 


Ay + a(x — xo) + a,(e — x)? +... + an(w — x)" +... , 


dont je suppose le rayon de convergence égal 4 Ry; cette fonction, 
d’aprés ce qu’on a vu au numéro précédent, sera réguliére dans le 
continuum défini par l’inégalité |a — a,| < Ro; ses dérivées suc- 
cessives seront 


f'(&) == 0 -- 24,(£ — Xp) ie oe 5 na,(a — gi = CN 


Cz) eG ae fy) a Vda ea) oe ae, 


A la vérité, c'est dans le cas ol: w, est nul que ces propositions 
ont été établies, mais le passage d’un cas a l'autre se fait évidem- 
ment en prenant « —- x, pour variable. Rappelons encore, en 
passant, que la série, enliére en X — 2, 

xX 2 wy ho 
fla) + f'@) F* + fe + 


1.2 


est. convergente et a pour somme /(X) si l’ona 
|X — a2] << R, — |x — «eI. 
La loi par laquelle la série f(a) se déduit de la série f(a) est 
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manifeste : c’est la méme loi qui donne la dérivée d'un polynome. 
C’est aussi par la méme loi que f"x) se déduit de f(a), que f"(x) 
se déduit de f’(x), etc. Ainsi la dérivée seconde est la dérivée de 
la dérivée premiére, la dérivée troisicme est la dérivée de la dé- 
rivée seconde, etc. 

Cette dernitre proposition s’étend évidemment a une fonction 
réguliére quelconque Fx), puisqu’une fonction régulére au point 
Zy peut tre représentée, aux environs de ce point, par une série 
enticre en 2 — x). 


353. — Cette facon d'introduire la notion de dérivée, qui ne 
s'applique d’ailleurs qu’aux fonctions qu’on a définies comme 
étant réguliéres, est tout a fait différente de la facon que l’on a 
adoptée au Chapitre VI dans le cas des variables réelles. Je veux, 
dés a présent, dire un mot sur extension au cas des variables 
imaginaires de cette derniére définition de la dérivée. 

Soit en général f(a) une fonction de la variable imaginaire &, 
définie dans un continuum (CQ). Soit « un point de ce continuum 
et h une variable, suffisamment petite en valeur absolue pour que 
a + h appartienne aussi 4 (CG); en d'autres termes, |h| doit rester 
inférieure 4 la distance de x a la frontitre de C). Considérons la 
fonction de h 


f(a + h) — f(z) 


h 


définie pour les valeurs de h, autres que 0, qui satisfont a la con- 
dition précédente. Si cette fonction de h admet une limite pour 
h =o, on dit que la fonction f(a) admet une dérivée au point x, 
dérivée qui n'est autre que la limite dont on suppose lexistence. 

Sila fonction f(a) admet une dérivée en chaque point du conti- 
nuum, la fonction dérivée /'(a) est définie en chaque point de ce 
continuum ; pour qu il en soit ainsi il est évidemment nécessaire 
que la fonction /(@) soit continue en chaque point de ce conti- 
nuum; mais cette condition est loin d’étre suffisante. 

Cette nouvelle définition de la dérivée est la généralisation im- 
médiate de la définition de la dérivée dans un intervalle donné au 
Chapitre VI; toutefois dans ce chapitre, on a considéré la dérivée 
pour les bornes de Vintervalle; pour poursuivre Panalogie, il 
conviendrait de parler de la dérivée pour les points frontiéres du 
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continuum. C’est un point sur lequel je reviendrai aux n* 378 
et 379. 

Je laisse de cété, pour le moment, les conséquences de cette se- 
conde définition de la dérivée ; je me borne & remarquer que si la 
fonction f(x) est réguliére, au point x, si l’on peut poser, pourvu 
que / soit suffisamment petit en valeur absolue, 


fe+M=f@+if@r+= 


ii 1.2 


SF Gys= pes 


fw) sera bien la dérivée de la fonction f/x), au point x, avec le 
sens de limite qu’on vient de donner au mot dérivée; l’égalité pré- 
cédente montre en effet que l’on a 


{@ a5 h) — f(z) Ion) h I h? MI! 
b- == ae ed! oi aS, io ees Beate 
le second membre est une fonction continue de h qui, pour h = o, 
se réduit a f(x). 
\ / 
J’abandonne maintenant le point de vue ot je me suis placé 
dans ce numéro, pour m/’attacher & la définition de la dérivée tirée 
de la notion de fonction réguliére. 


354. — Les régles élémentaires pour le calcul des dérivées se 
déduisent trés aisément de cette définition ; ainsi le lecteur recon- 
naitra sans aucune peine que, si les fonctions f(x), 9) sont ré- 
guliéres au point x, il en est de méme de leur somme, de leur 
produit, de leur quotient (en supposant que le diviseur ne soit pas 
nul au point x, et retrouvera immédiatement les régles usuelles 
pour prendre la dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient. 
Voici quelques cas un peu plus compliqués. 

Reprenons les notations des propositions I, If du n°? 349. Les 
séries u,(x) (n= 0, 1, 2,...), entiéres en x, sont absolument 
convergentes pour z= a (a > 0); U,/«) est la majorante natu- 
relle de u,(x). Les fonctions u,{x), U,(x) ont des dérivées 


Lau Bgl) oe ons 


|i, Al) 


les fonctions qui figurent sur la seconde ligne sont manifestement 
les majorantes naturelles des fonctions qui figurent sur la premicre 
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ligne : on suppose, en posant A,, = U,,a), que la série A, + Ay+... 
est convergente. 
Il est bien aisé de voir que la fonction 


(1) f(z) = a(x) + u(x) ... + a(@) +... 


est réguliére en tout point « du continuum défini par la condition 
ie) .a: 

Dans la démonstration, je regarderai « comme fixe; h sera la 
variable ; pour la commodilté de lécriture je poserai 


lol eee We | Feet Uk eee ae as 


H est un nombre positif fixe, la variable h est assujettie ala 
condition h' = H. Ona 


(2) fie +h) =a(e+th)t+ue+h)+..+a(eA h) +... 


Si, dans la série obtenue en développant un(a@ + h) suivant les 
puissances de h, on remplace les coefficients par leurs valeurs 
absolues et h par h', la somme de la série (& termes positifs) & 
Jaquelle on parvient ainsi, sera au plus égale a 


Un(e! + h') <U,(2’ + A) ow Ay. 


Dés lors, on voit que la proposition I du n° 349 s’applique a la 
série qui forme le second membre de l’égalité (2), série dont les 
termes peuvent ¢tre regardés comme des séries entiéres en h, sous 
la condition |h| < 11; on pourra done ordonner suivant les puis- 
sances de h et l'on aura 


; ; : lay fe hr 
(3) f@+h)=f@) +5 f@ + Sfe@+.4+=—fe+.. 
en posant 
3) Sf’ (@) = u(x) + ui(a) +... + u(x) + ..., 
J" (aw) = uy(x) + ui(x) +... + ub(x) +... 


Les seconds nicres égalité Viege 
os membres de Cs derniéres égalités, ot Un{w), 
U,(L), ... (N= 0, I, 2, ...) désignent les dérivées premiere, se - 
conde, .../de la fonction u,(a , sont des séries absolument conver- 


gentes sous la condition |x 


<a. Les sommes de ces séries sont 


‘ 
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les dérivées premiére, seconde, ... de la fonction f(x) définie par 
Pégalité (1 

On obtient donc la dérivée de cette fonction, en prenant les 
dérivées, terme a terme, du second membre, comme s’il s’agissait 
d'une somme finie. La régle relative a la formation de la dérivée 
d'une série enti¢re en a peut étre regardée comme un cas particu- 
lier de celle qu’on vient d’établir. 

Si, en conservant ja méme signification aux fonctions u,(x), en 
leur imposant les mémes conditions, et en regardant toujours x 


comme un point satisfaisant a la condition |~| < a, on considére 


‘Ja fonction 9(a@) définie par l’égalité 
9 (x) = [1 + u(x)] [1 + m(e)] -.. [1 + un(e)] . 
on reconnaitra que la fonction de h 
o(m +h) = [tt mle + Wr + (e+)... [r+us(e+ A). 


peut étre ordonnée suivant les puissances de h, que o (x) est régu- 
liére au point x et que si, en ce point, aucun des facteurs du pro- 
duit infini n’est nul, la dérivée g (2) de 9%) peut se mettre sous 
la forme ; 


a(x) | my (e) (2) 
(6) °(z)|; hee pt) lS A Bees Fes 


si le facteur 1 + up (x) était nul, la dérivée de g(x) s’obtiendrait 
en remplacant dans le produit infini 9 (a) le facteur 1 + u, (ax) par 
sa dérivée w,, (Z). 

Les propositions III et IV du n° 349 fournissent de méme des 
propositions que je me contenterai d’énoncer, le mode de démons- 
tration étant suffisamment éclairci par ce qui précéde : le lecteur 
ne manquera pas de rapprocher ces propositions de celles qui ont 
été établies, pour les variables réelles, aux n® 242 et 220. 

Conservons aux séries 


g (vy) = bo + by +... + bay” + ... 


{@Q\=o + ar +... +40" +... 


la signification du n° 349 (IID), ainsi que les conditions imposées 
A ces séries; la fonction de x obtenue en regardant, dans q(y), 
y comme égal a f(x) est réguliére pour tous Jes points x qui satis- 
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ba? ie . 
font & la condition | «|< a et la dérivée de cette fonction par 
rapport Aw est égal au produit g'(y) f(x). 
Conservons A la série p"P!’ 


Bas Ax, Goa, Be ee RAs 
His Basar, Up 
la signification du n° 349, IV et imposons-]ui les mémes condi-— 
tions; désignons-en la somme par f(a, #2,..., “p»); la fonction 
de p variables f(a, a2,..., Zp») est définie pour les valeurs de ces 
variables qui satisfont aux conditions 


| | Say > ig ES Z,<—a 


? fit weet p> 


elle admet des dérivées partielles pour tout systtme de valeurs 
de 24, #2,..., £» qui satisfont aux conditions, 


| ty | < ay *) ay sto ; ) ea Se: 


adoptons pour ces dérivées partielles le méme symbolisme que 
pour les fonctions de variables réelles('). Regardons maintenant 
“,(r = 1, 2,... p) comme la somme d'une série enticre en w, sou- 
mise aux conditions qui ont été énumérées au n° 349, IV; alors, 
f &1, &2,..., &,) devient une fonction composée de x, réguliére sous 


la condition « < a; sa dérivée est 


wf’, ae wf", +... erty? 


en désignant par %;, a,..., &, les dérivées de x1, %2,,..., % par 


rapport a a. 


355. — Soit (C) un continuum borné et o(x) une fonction 
régulidre en chaque point de ce continuum. 

Par hypothése, & chaque point 2 du continuum correspond un 
nombre positif ¢ dont on peut affirmer la propriété suivante : sous 
et la série 


la condition | « — a|<¢, le point x appartient 4 (C), 


Lt —- X 


iv Nn : ao I! ey) ee firs Roe . 
(') Notons que la proposition F oye =fase, résulterait ici de la régle pour 
prendre la dérivée d’une série entidre et de ce que cette proposition est vraic 


quand la fonetion f se réduit & un monome. 
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converge absolument, sa somme est égale 4 (a). Hy a évidem- 
ment une infinité de nombres positifs ¢ qui jouissent de cette pro- 
priété, car si ¢ la possede, il en est de méme aes nombres positifs 
plus petits; mais l'ensemble des nombres positifs ¢ qui jouissent 
de cette propriété est borné en haut, puisque le nombre <¢ ne peut 
dépasser ni la distance du point a & la frontiére du continuum, 
ni le rayon de convergence de la série. Soit 0 (x0) la borne supé-. 
rieure de l'ensemble des nombres ¢; dire qu’a chaque point a, de 
(C) correspond un nombre Q (a), c'est dire que la fonction a(x) 
est déterminée dans le continuum (C) : ¢(#) est un nombre positif 
qui n’est jamais nul, qui eco d’ailleurs aussi petit que l’on 
veut, quand x s’approche suffisamment de la frontiére de (C). 

Soit maintenant (D) un ensemble clos, contenu dans (Gy; ae 
vais démontrer que la borne inférieure de l'ensemble des valeurs 
que prend la fonction ¢(«#) pour les points «© qui appartiennent & 
Pensemble clos (D) n’est pas nulle. 

Supposons en effet. pour arriver A une contradiction, que cette 
borne inférieure soit nulle. Alors, & chaque nombre positif @, si 
petit qu'il soit, doivent correspondre un ou plusieurs points 2, 
appartenant 4 (D), tels que l'on ait ¢(a@) < @; soit E(~) Pensem- 
ble de ces points. Si ona Z <a, Vensemble E(z’) est évidem— 
ment contenu dans E(z). Il y a donc un ensemble E (0) (n’s 283, 
456 de points & dont chacun jouit de la propriété suivante : ou le 
point & appartient 4 tous les ensembles E(¢), ou il est un point 
d’accumulation pour chacun de ces ensembles. Dans le premier 
cas, le point & appartient & (D) puisque tous les points de Eig) 
appartiennent A (D); il en est de méme dans le second cas, car 
tout point d’accumulation de E/z) est un point d’accumulation de 
(D) et, par conséquent, appartient a cet ensemble (D), qui est 
clos. L’ensemble Eo) est donc contenu dans | Uhae 

Prenons pour a un point de cet ensemble E( 0). Quelque petit 
que soit le nombre positif 7, il devrait y avoir, aussi prés qu’on 
voudra du point x, des points «, appartenant a (D) tels que Von 
efit o(a1)<a. Mais cela est impossible : si Von a en effet 
| x1 — xo | = ppt (xo), le point a appartient a (C) et le rayon de 


convergence de la série 


(2) (21) ae g! (a) eee == ©” (4) ee Sie nante 
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. rp Bay . . yas 
est au moins égala 9 (a) — | a, — %, |; tout point # interieur au 
cercle de centre a, et de rayon 0 (a) — | #1 — 2%], cercle qui est 


tangent intérieurement au cercle de centre a et de rayon 9 (£9) 
appartient évidemment a (C); d’ailleurs en un tel point « la 
somme de la série (2) est égale a g(x); on a done 


P(t) = 0 (Hy) — ty — ay |S 


il suffit de supposer 
| 21 — |<} o(a) 


amet I al: : 
pour que l’on ait ¢(x,) > » 2 (%0o)5 ily a une borne au-dessous de 
1 


laquelle @ (21) ne peut pas descendre. 


356. — Convenons de dire de deux fonctions 9 (7), Ya) régu- 
ligres au point xo, qu’elles coincident completement en ce point 
quand on a 


ao) (2) a= (Xo), g(r) (x0) = Wn) (x0), (n wn ee ie 


Ayers 


Le lemme du précédent numéro a été établi afin de démontrer 
Vimportante proposition que voici : 

Si les deux fonctions o(%), U(x), régulicres en tout point du 
continuum (C) coincident complétement en un point de (C), elles 
coincident complétement en tout point de ce continuum. 

Soit, en effet, XN un point du continuum autre que a. On 
prendra pour l'ensemble parfait (D) un lien intérieur & (C) et joi- 
gnant le point ap au point #,; supposons que ce lien soit défini 
par les formules 


2 = f(t) + (i), Ge sel @ 


ott fil), g (1) désignent des fonctions réelles de la variable réelle ¢. 

Conservons a la fonction (xc) la méme signification que dans le 
précédent numéro; cette fonction dépend de la fonction ¢ (x); a la 
fonction v (a2) correspond une fonction analogue a (x); les bornes 
inférieures des deux fonctions o(2), a (©) pour les points # qui 
appartiennent au lien (D) ne sont pas nulles; soit ¢ un nombre 
positif plus petit que ces deux bornes ; intercalons entre % et & 
des nombres croissants é1, /2,... tn, assez voisins pour que, si l’on 
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désigne par 21, @,..., Zn» les points du lien qui correspondent aux 


nombres intercalaires, la distance entre deux points consécutifs de 
la suite 


EE Go eR eee 


soit toujours moindre que ¢; décrivons des points %, 21,... Ln 
comme centres, avec le méme rayon ¢, des cercles (Co), (Ci),..-4(Gn) 3 
chacun des cercles contiendra, 4 son intérieur, le centre du sui— 
vant; le point X est intérieur au dernier. 


Partons du point a; en vertu de la supposition, les deux séries, 
entiéres en & — &,, 


sont identiques terme a terme : a l’intérieur du cercle (Cy), un 
méme développement convient aux deux fonctions, qui coincident 
done complétement en tout point intérieur 4 (C,), au point a, en 
particulier. A Vintérieur du cercle (C,), un méme développement 


convient aux deux fonctions, qui coincident donc complétement 
en tout point intérieur 4 (C,) : elles coincideront de méme a lin- 
térieur de (C,), ..., de (Cr) et, finalement, au point X. La propo- 
sition énoncée est démontrée. 
On peut Vappliquer en particulier a la fonction @(x) et a la 
d 
somme (x) de la série 


zt — Xp 


oes 2 
(e =-%) ol! (ao) Ss CS 


9 (xy) + es : 


, 9 (a) + 


qui coincident complétement au point 2». 

S’il arrivait que le continuum (C), ot l’on sait que la fonction 
(ax) est réguliére, fit intérieur au cercle de convergence de la série 
qu’on vient d’écrire, si, en particulier, la série était partout conver- 
gente, les deux fonctions g(a), (a) coincideraient complétement 
en tout point de (C). Si le continuum (C’) des points intérieurs au 
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4 


cercle de convergence de la série est contenu dans (C), on appli- 
quera le méme théoréme au continuum (C’); 4 ]intérieur du cercle 
de convergence la somme de la série représente toujours la fonction 
g(a). On démontrera d’ailleurs ultérieurement, par des considé- 
rations d’une toute autre nature, que le rayon de convergence de la 
série ne peut pas ¢tre inférieur 4 la distance du point x, a la fron— 


titre de (C). 


357. — Considérons maintenant deux fonctions 9 x”), U(x) 
respectivement réguliéres dans les continuums (®), (‘Y) supposons 
que ces deux fonctions coincident complétement en un point 


SY 


commun aux deux continuums (@), (WY). 
Le point € étant commun aux deux continuums, les points voi- 


2 
we 
= 


sins du point € seront aussi communs a ces deux continuums 
ensemble des points reliés au point € par un lien appartenant a la 


fois & (®) et & (WY) constitue un continuum (C) auquel s’applique le 
théoréme du numéro précédent : en tout point de ce continuum 
les deux fonctions 9(x), U(x), coincident complétement ainsi que 


as 


leurs dérivées. : 

Les deux continuums (®), (4) peuvent avoir des continuums 
communs autres que le continuum (C); naturellement, on ne peut 
affirmer que les deux fonctions 9(a), Y(«) coincident dans ces 
autres continuums, a& moins qu’on ne sache d’ailleurs qu’elles y 
coincident complétement en quelque point. 

Dans le cas ot les continuums (®), (Y) n’ont pas de points 
communs en dehors de (C), l'ensemble des points qui appartiennent 
soit a (P), soit a (W) constitue manifestement un continuum (C’) et 


r 


l’on peut, sans contradiction, définir une fonction ¥(«), réguliére 
dans-tout le continuam (C’), comme étant égale a 9 (x) pour tout 
point de (), & Y(a) pour tout point de (WY). On remarquera en 


est un point de la frontiére de (WY) qui soit inté- 


SY 


passant que si 
rieur 4 (®), on aura certainement 
lim. Viz) = o (2); 


en supposant que x s’approche de € sans sortir du continuum (‘P), 
supposition nécessaire pour que le premier membre de l’égalité ait 
un sens. 
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La proposition précédente s’applique en particulier dans le cas 
ou g(x) et U(x) sont des séries enticres, l’une en 7 — a), l'autre 
en # — a,, A savoir 


9 (x) = a) + a, (x = Le) sie es (w a Lo)* Tees 


by + 6, (# — a) 6, (* — x)? +..., 


mes 
aa 
3 
ee 
| 
| 


lorsqu’il y a un point & intérieur A la fois aux cercles de conver- 
gence des deux séries, pour Jequel les fonctions 9 (x) et U(x) coin- 
cident complétement. 

Soient alors (Cy), (C,) les cercles de convergence des séries 9 (x), 
‘x), cercles dont les centres sont en x), x, et dont je désignerai les 
rayons par R,, R,; on peut prendre pour (®), (4) les continuums 
intérieurs aux deux cercles ; l’hypothése est alors qu’il y a un 
point € intérieur 4 la fois aux deux cercles, pour lequel les deux 
fonctions 9 (x), (sa) coincident complétement. 

Les notations précédentes supposent que les deux rayons de 
convergence sont finis; si l’un des rayons de convergence est in- 
fini, si, en d'autres termes, l'une des s¢ries, 9 (a) par exemple, est 
convergente dans tout le plan, ou pourra prendre pour (®) le con- 
tinuum intérieur 4 un cerele de centre a, et de rayon arbitrairement 
grand : il résulte alors de ce qui a été dit un peu plus haut que, en 
supposant toujours l’existence d’un point € ou les deux fonctions 
coincident complétement, la série (a) est convergente dans tout le 
plan, comme la série O(a); les deux fonctions coincident dans 


a 


tout le plan. 

Si le centre x, du cercle (C,) est intérieur au cercle (C,), les 
deux fonctions O(a), b(a), qui coincident complétement en tout 
point intérieur aux deux cercles, coincident completement, en par- 
ticulier, au point «,; on a donc 


et, d’'apres ce qui a été établi au n° 350 
R, = R, — | &, — % |. 


Supposons, en restant dans ce méme cas, R, > Ry — | 2, — % |; 
on savait par le n° 350 que les deux fonctions Y(«), 9(x) coin- 
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cident complétement a l'intérieur du cercle décrit de x, comme 
centre et tangent intérieurement au cercle (C,), on sait maintenant 
que la coincidence subsiste dans tout le continuum intérieur aux 
deux cercles. On a d’ailleurs 


Ry By "| ey 


car si R, dépassait le second membre, le point x, serait intérieur 
au cercle (C,) et, d’aprés ce qu'on a dit quand on supposait au 
contraire a, intérieur a (C,), on doit avoir 


R, 2 R, — | a — 2, |. 


Ainsi quand il y a un point € intérieur a la fois aux deux cercles 
de convergence (C,), (C,) pour lequel les deux fonctions 9 (x), 
(x) coincident complétement, les deux cercles (C,.), (C,) peuvent 
se couper, l’un deux peut étre tangent intérieurement a l’autre; 
mais il ne peut pas arriver qu'un des cercles soit intérieur a l'autre, 
(sans lui étre tangent). Les rayons de convergence Ry, Ry, et la 
distance des centres | 2, — a, | satisfont aux inégalités. 


[|R, —Ro | Sle,—2|, Ry +R, >| a —, | 


i 
Supposons la fonction f(x) régulicre en tout point du conti- 
nuum (C); faisons correspondre 4 chaque point x, du continuum 
le rayon de convergence R(x,) de la série 
eee (er 


f(@o) + ——*? f" (@,) + a (2) Es. 


la premiére des inégalités qu’on vient d’écrire permet de reconnaitre 
immédiatement que la fonction Rw) définie dans tout le conti- 
nuum, est continue en chaque point de ce continuum. 

Si l'on considére un ensemble clos (D) contenu dans (Q), la 
fonction R(x) est uniformément continue dans cet ensemble; elle 
y atteint son minimum; la borne inférieure de R (2x) pour les points 
a qui appartiennent a (D) ne peut done étre nulle. 


358. — Voici maintenant quelques propriétés des fonctions ré— 
guliéres en chaque point d’un continuum, qui résultent immédia- 
tement des propositions qu’on vient d’établir. Dans le présent nu- 
méro, O(a) désignera toujours une fonction réguliére en chaque 
point du continuum (C), et a un point de ce continuum. 


9 
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Si les dérivées de la fonction @ (a) a partir de la (n + 1)'*™° sont 
toutes nulles au point 2, cette fonction se réduit au polynome 


1 ees 


p (@) + =. 

Ce polynome, en effet, peut étre regardé comme une série 
enticre en #2 — a), convergente dans tout le plan et il coincide 
complétement avec la fonction @(x), au point ~. 

Si toutes les dérivées a partir de la premiére, étaient nulles, la 
fonction % (a) serait une ealeane elle serait identiquement nulle 
si l’on avait en outre % (a) = 0. 

Ecartons le cas ou is lye O(a) serait identiquement nulle et 
supposons qu'elle s’annule au point ~,; il peut se faire que les 
dérivées 9! (x a) o" (x), ... soient nulles pour « = x; mais il ya 
certainement une premiére dérivée 9 (x) qui n’est pas nulle en ce 
point; on peut mettre alors 9(a) sous la forme 


9 (x) = (x — x)” ®(2), 
en posant 


ol) (a9) 
De incutentt 


? (x) = +- («# — a) + Be HS cond 


GD ervey It 


‘P (a) est une fonction réguli¢re en z,, qui ne s’annule pas pour 
dans ces conditions, on dit que «, est une racine de 9 (a) 


AH 


as 
d’ordre n de multiplicité. En tout point du continuum, autre que 


x,, la fonction © (x) pourrait étre définie comme étant le quotient 
de o(x) par (2 — xo)"; en un pareil point elle est réguliére 
puisqu’elle est le quotient de deux fonctions régulieres dont la 
seconde ne s'annule pas; la fonction 


9 (x 


ee 


4 laquelle on altribue, pour # = %, sa vraie valeur 


O(n) 
9 n (2) 
Uae peace 0) 


est done réguliére en chaque point de (C). 
Il ne peut pas y avoir un ensemble (KE) contenu dans (C), ad- 
mettant 2) comme point d’ AS Se AA tel que (x) soit nul en 


334 INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 
~ 


tous les points de cet ensemble : si, en effet, il existait un tel 
ensemble, la série enticre en h 


aurait une somme nulle pour une infinité de valeurs de h aussi 
voisines de zéro qu’on le voudrait; tous ses coefficients devraient 
étre nuls. 

Mais rien, dans !a démonstration précédente, ne s oppose a 
existence d’un ensemble (E), contenu dans (C), pour différents 
points duquel la fonction g(x) s’annulerait, si tous les points 
d’accumulation de cet ensemble appartiennent non a C), mais a 
sa fronticre. 

Si (D) est un ensemble clos contenu dans (C), l’équation 
(x) =o ne peut avoir qu'un nombre fini de racines appartenant 


a ensemble (D). 

En effet, si l'ensemble des points racines qui appartiennent a 
(D) était infini, il admettrait un point d’accumulation, qui serait 
un point d’accumulation de (D), qui appartiendrait done 4 (D), 
puisque (D) est clos, et par conséquent aussi 4 (C) :.la fonction 
g(x) serait identiquement nulle. 

Soit (a) une fonction réguli¢re en tout point de C), comme 


O(a). 


Si l'on a Yl?) (a) = g'”) (ay), pour toutes les valeurs de p qui 
dépassent n, la différence entre les deux fonctions Uw), or) est 
un polynome en a, de degré inférieur ou égal dn. 

Si l’on avait Y(2) = ¢(a) pour une infinité de points « appar- 
tenant & un ensemble clos, contenu dans (C), on pourrait affirmer 
lidentité des deux fonctions v (a), o(«), dans tout le continuum (C), 


359. — Soit toujours 9 (x) une fonction réguliére en tout point 
du continuum (C); je suppose essentiellement que cette fonction 
ne soit pas identiquement nulle. Soit (D) un domaine simple 
contenu dans (CG). On a vu que les points de (D) pour lesquels 
g(e) sannule sont en nombre fini et que la fonction o(x), si elle 


s'annule pour un point a du continuum pouvait se mettre sous la 
forme 


o(a) = (a — alo, (2), 


‘ 
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en désignant par ©, 2) une fonction, réguliére en tout point du 
continuum, qui ne s’annule pas pour « = a. 

Soit maintenant b une autre racine de 2/7) appartenant a (D) ; 
ce sera aussi une racine de ¢,(#) ; on pourra écrire 


en désignant par ,(2) une fonction, régulicre en tout point du 
continuum, qui ne sannule pas pour « = b, non plus que pour 
2 =a; on aalors 


r \ 8 \ 
? (x) = (x — a)* (a — b)Fo,(2), 


et l'on reconnait sur cette égalité que / est l’ordre de multiplicité 
de la racine 6, pour ¢ (#). En continuant ainsi, on arrive a la con- 
clusion suivante : 

Soient a, b, ..., / les racines de g(x) qui appartiennent au do- 
maine Det %, , ... Ales ordres de multiplicité de ces racines ; 


on peut mettre 9 a sous la forme 
(x) = (# —- a)* (x — b)*... (a — 1) e(a), 


en désignant par ® rc) une fonction réguliére en tout point de (C) 
et qui ne s'annule pour aucun point de (D). 

En raisonnant maintenant comme on a fait au n° 334 on recon- 
nait que si le point « décrit la fronti¢re (°) du domaine (D), dans 
le sens direct, l’argument de ¢ x) s‘accroitra de la quantité 
on(% + § + ... + 4); inversement, si l'on a un moyen d’évaluer 
l'accroissement de l’argument de ¢ «) quand le point « décrit une 
courbe fermée simple contenue dans (C), on a, par cela méme, le 
nombre de racines de la fonction ¢/#) contenues a Vintérieur de 
cette courbe. On peut dire encore que le nombre « + 8 +... + i 
est l’ordre du point o par rapport au lien fermé décrit par le point 
g(a) quand le point « décrit la courbe simple (F), dans le sens 


direct. 
Il est a peine utile de remarquer que si A est une constante, la 
fonction (a) —A est réguli¢re comme la fonction ¢ (.c). Par 


conséquent, il n’y aura qu'un nombre fini de points de ‘D) pour 
lesquels la fonction g/z) peut prendre la valeur A. La variation 
de argument de g « — A quand le point « décrit, dans le sens 
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direct, la courbe fermée simple (F) est le produit par 2~ du 
nombre de racines de I’équation @(#) = A appartenant au do- 
maine (D), chacune élant comptée avec son ordre de multiplicité. 


360. — J’emploierai le symbole P(~; a) pour désigner une 
série entitre en « — a; la lettre P peut d’ailleurs étre affectée d’un 
indice, afin de distinguer des séries qui procédent suivant les 
puissances du méme binome. Une série P(x; a) semble tout 
Wabord ne définir une fonction qu’a lintérieur de son cercle de 
convergence ; mais les propositions établies dans les numéros pré- 
cédents permettent souvent de continuer la fonction au-dela du 
cercle de convergence; une telle série est ce que Weierstrass appelle 
un élément de fonction analytique ; on yerra tout & lheure 
comment il permet d’engendrer les autres. 

Je désignerai sous le nom de chaine de cercles et de chaine cor- 
respondante d’é/éments de fonction, une suite de cercles 


AG Faery her Core 


dont chacun, sauf le dernier, contient A son intérieur le centre du 
cercle suivant, et une suite d’éléments de fonction 


lori) ra tao fy A (SR 


pour lesquels les points a, a, ..., @a sont les centres respectifs des 
cereles (C), (Ci), ..., (Cx), chaque série qui représente un élément 
de fonction étant convergente a l’intérieur du cercle correspondant 
et coincidant complétement au centre de ce cercle avec |’élément 
de fonction qui précéde. 

Les cercles peuvent étre les cercles de convergence des éléments 
de fonction qui leur correspondent. 

Considérons un lien (L) ayant son origine au point a et son 
extrémilé au point b; je suppose, comme d’habitude, que les 
points de ce lien soient déterminés au moyen d'un paraméetre réel ¢ ; 
je désignerai en général par la lettre €, affectée ou non d’indices, 
le point du lien qui correspond a la valeur ¢ du paramétre, affectée 
ou non des mémes indices. 

Imaginons qu’on intercale entre % et & les nombres croissants 
l,, 4... t,,, auxquels correspondent les points &,, é Z 


Sti> Sax +++ Spite 


Il nous sera commode d’employer les lettres (), ta, 2), 2 avec la 
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ee 
we 
sl 


méme signification, respectivement, que les lettres z, 6, a, b. Dési- 
gnons par (/,), (4), ..., (tn) les liens partiels que l’on obtient en 
faisant varier ¢ de ft, oug a t,, de t, At, ..., de t,_, 4 tn ou (9. Sup- 
posons qu’on puisse constituer deux chaines correspondantes de 
cercies et d’éléments de fonction qui jouissent des propriétés sui- 
vantes : Les cercles 


Cay Ge, Cees Co) 


ont pour centres respectifs les points ¢, ou'a, &,, ..., Ens, &, Ou 
b; les n premiers contiennent respectivement A leur intérieur les 
liens partiels (/,), (/,), ..., (/,); quant aux éléments de fonction 
correspondants | 


PiGee ape Ges orks: Peek, a ek or a) 


le premier est donné et V’élément P(x; €,) est déterminé par la 
condition de coincider compléetement avec l’élément précédent 
ee eh cok eee 
E(@re,.4) au, pointes 
Soit maintenant ¢ une valeur du parametre, appartenant par 
exemple a l’intervalle (t,_,, l,) et € le point correspondant, qui 
fait alors partie du lien (/,). A ce point €, ou plutét au nombre /, 
faisons correspondre, d’une part, un nombre que je désignerai par 
oi(E) et, d’autre part, une série entiére en «— €, que je dési— 


yi 


gnerai par P,(x; €), le nombre 9,(2) est la valeur que prend en S 
la série P(x; &,_,); la série P,(a; €) est la série enti¢re en 2 — 
ved 
lad 


qui coincide complétement en € avec la fonction Pla; €,_,); on 


epee 
dailleurs o(€) = P.(é; €). Si L était égal &.¢,,: la série: Pi (a 5 Gp) 
ne serait autre chose que la série qu'on désignait plus haut par 
P(x; ,) et qui coincide complitement en €, avec la fonction 
PG hep: 


NY 


fob) 


Le lecteur reconnaitra tout de suite la vérité des propositions 
suivantes : 

Si les nombres 7’, t’ appartiennent a V’intervalle (@, (2) et sont 
suffisamment voisins, les deux séries 


Py (ws t!), Pp (ws &) 


coincident complétement en tous les points du lien partiel que l’on 
obtient en faisant varier / de ¢’ 4 7/"; pour tous les points de ce 
lien partiel, leur valeur est égale a celle de la fonction ¢,(é). 
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Cette derniére fonction, considérée comme une fonction de 7, 


est continue dans lintervalle (z, 5). 


Le rayon de convergence R,(é) de la série P.(w; 2) est aussi 
une fonction continue de ¢ dans le méme intervalle et reste supé— 
rieur 4: un nombre posilif fixe; cette derniére proposition s’établit 
en raisonnant comme 4 la fin du n° 357. 

Il convient de remarquer que les séries P,x; 2), 4 supposer 
qu’elles existent, sont déterminées par la fonction 9,(2), puisque 
deux séries enti¢res en « — &, qui prennent les mémes valeurs 
pour les points d’un ensemble infimi admettant le point < pour 
point d’accumulation sont identiques terme 4 terme : les points 
du lien (L) voisins de 2 constituent un tel ensemble. 

En partant du méme élément initial P (&; a) et du méme lien 
(L), on aurait pu intercaler entre % et G, au lieu des nombres 
. l,_, auxquels auraient 


as 


t,, tg, --- t,-4, diautres nombres f,, ds, 
correspondu sur le lien les poimts 2). €, ..., €_, puis des séries 
CGr eh tate Oe procédant de proche en proche, le lecteur se 
convaincra ‘sans peine qu'on serait parvenu au méme résultat final, 
aux mémes fonctions P,(a@; 2), o(€) que tout aVheure. Des lors 


on doit entendre quand on dit que, 


> 


il se rend compte de ce qu 
en partant du pot a avec Vélément de fonction P (x, a) et en sui- 
vant le chemin (L), on parvient au point ¢, qui correspond a la 
valeur 1 du parametre, avec I’élément de fonction P, ot =) et 
avec la valeur 0,(€) = P.(é; é). 

Si le lien (L) était simple et ouvert, on pourrait simplifier un 
peu les notations ; un point 2 du hen ne peut alors étre fourni que 
par une seule valeur du paramétre ¢; on pourrait alors supprimer 
indice ¢ dans les symboles @,(¢), P:(a@; €), ...3; mais quand un 
méme point € correspond a plusieurs valeurs de /, il est nécessaire 
de garder, par exemple au moyen de lindice, la trace de la valeur 
de ¢ d’ot l'on suppose que le point 2 provient, car rien n’implique 
dans les hypothéses précédentes, qu’aux diverses valeurs de ¢ qui 
fournissent le méme point ¢ correspondent le méme nombre 9 (=, 
Ja méme série P (@; ). Si, en particulier, le lien est fermé, si le 
point 6 est le méme que le pomt a, rien n’oblige A supposer que 
les séries sont identiques, que Von a désignées plus haut par 
P (x2; a), P(a; b) et que l’on pourrait désigner plas explicitement 
par P, (a; a), Pe(a; 6), dans le cas surtout of l’on a b = a. 
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364. — Reprenons, en conservant les mémes notations, la suite 
de séries 
Pr Ge (et os Pes Bale oie Abstr aOlss 
il est clair que les conditions qu’on a imposées A ces séries, seront 
vérifiées d’elles-mémes pour les séries dérivées 
Bea 8 eas), Pes A ie by, 
qui ont mémes cercles de convergence que les séries primitives : si 
l'on partait du point a avec la série P’ (a ; a) et si on appliquait a 
cette série le méme procédé qu’on a appliqué a la série P(x; a), 
en suivant le chemin (L), on parviendrait au point 2 avec la série 
P’ (a, €). La méme observation s appliquerait aux dérivées seconde, 
troisiéme, ... 
Désignons maintenant par 
Lise Or a) EEOC iy, SIG, Oe) 
les séries qui ont pour dérivées premicres les séries 
SAC SEs ig rst ie 2 eS AS ee a ae 


a2 Ee EN = ay oe 
Sj, h=e;,..:, ee 


et qui s’annulent respectivement pour «—a, x 
ici encore les séries correspondantes ont méme cercle de conver-— 
gence. Il est aisé de voir que les séries avec lesquelles on parvient, 
en suivant le chemin L, aux points &,, &,, ..., 6, en partant du 
point a, avec l’élément de fonction £( ; a) sont respectivement 


La remarque suivante ne sera peut-ctre pas inutile: supposons 
que le lien (L) soit un lien fermé simple, en sorte que le point b 
coincide avec le point a, et que la série P (a, b) soit identique & la 
série P(x, a) ; la série £ (a, b) sera bien identique a la série 2 (x, a) ; 
mais la valeur avec laquelle on parvient au point 6, c’est-a-dire 


Bibs aye Pees bar gt eb: are 
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n’est pas, pour cela, identique a la valeur £ a, a) = 0 avec la— 
quelle on était parti du point a. 


362. — Si le lien (L) est intérieur au cercle de convergence 

C (a) de la série P (x ; a), rien nempeche de procéder comme on 
l'a expliqué au n° 360; mais le résultat n'est guére interessant, 
l'élément de fonction P, (x; 2) qui correspond 4 chaque point 2 du 
coin- 


hv 


lien n’est autre que la série entiére en « — € qui au point 2 

cide complétement avec la fonction P x ; a; en tout point ¢ du 
lien la fonction ¢g,(Z) est égale 8 P 2; a). Dans ces conditions, 
on a donné une forme nouvelle a la fonction P x, a, on ne peut 
pas dire qu’on l’'a prolongée. Il en est tout autrement quand le 
lien (L) sort du cercle G (a). On n’oubliera pas dans ce cas que la 
valeur avec laquelle on arrive en b dépend en général.du chemin 


Ww 


suivi; si, en particulier, le point 6 est intérieur au cercle C @ , on 
ne revient pas nécessairement en 6 avec la valeur de la fonction 
P (x; a) en ce point. 

Lorsqu’il existe une fonction Y x), réguliére dans un continuum 
‘C), que a est un point de ce continuum, que la série P .c; @ est 
la série entiere en 2 — a qui coincide complétement en a avec la 
fonction ¥ (2) et que le lien (L) est intérieur au continuum C), la 
série P(x; €) qui correspond 4 n’importe quel point 2 du lien 
coincide toujours complétement en < avec la fonction U2 ; en 
particulier, quel que soit le chemin suivi, pourvu que ce chemin 
soit intériear au continuum C), on arrive au point b avec la méme 
valeur et le méme élément de fonction P x; b . 

Si on se donne le point a, l'élément de fonction P ‘x; a), le 
point b et le lien (L), il n’est pas toujours possible de procéder 
comme on l’a expliqué, de trouver des nombres intercalaires qui 
satisfassent aux conditions imposées; si l'on ne se donne pas le 
lien (L), et sion se donne a, b et Px; a), il n’existe pas toujours 
de lien (L° allant de a a b, pour lequel les opérations décrites 
soient possibles. 

Il y a en effet des séries P(x; a telles que, quel que soit le 
point < intérieur au cercle de convergence C(a, le rayon de con- 
vergence R (2) de la série P x; 


Ww 


) qui coincide complétement avec 
la fonction P(x ; a) au point 2 soit toujours égal 4 R (a) —|Z—a’; 


VY 


en d’autres termes le cercle de convergence C 2) est toujours le 
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cercle, de centre €, tangent intérieurement au cercle C(a) ; de 
quelque fagon qu’on choisisse le point 2, on reste enfermé dans le 
cercle C(a); telle est par exemple la série 


{SSSI Pe irs Se Malla: eh ah he Pra eral aes a 


signalée par M. Lerch, pour laquelle le rayon de convergence est I; 
on reconnait sans peine que, pour tout point du cercle de conver— 
gence dont ‘argument est commensurable 4 z, tous les termes de 
la série finissent par étre égaux a 1; en un pareil point 2’, la série 
est divergente en ce sens que la somme des n premiers termes de- 
vient aussi grande qu’on le veut pourvu que n soit assez grand; si 
Yon s'approche de x’, en suivant le rayon, f(x) croitra indéfini- 
ment en valeur absolue, comme il est bien aisé de s’en assurer; or 
cela est incompatible (n° 342) avec la supposition qu’on puisse en- 
fermer le point a’ 4 Vintérieur du cercle de convergence d’une sé- 
rie P(x; &), entiére en 2 — , qui coinciderait complétement au 
point € avec la fonction f(a). I est impossible de prolonger la 
fonction f(x) au-dela du cercle de centre o et de rayon 1. 
Weierstrass donnait le nom de fonction analytique a l’ensemble 
de toutes les séries P (a; €) entieres en a — € que l'on peut dé- 
duire d’un élément de fonction particulier P (x ; a), par le procédé 
expliqué plus haut, en suivant un chemin allant de a a ¢. Le mot 
fonction est pris alors dans un sens tout autre que celui qu’on luia 
attribué dans le présent livre et c'est dans un sens un peu différent 
que sera employée l’expression de fonction analytique. Il convient 
toutefois de remarquer que l'ensemble considéré est enticrement 
déterminé par l'une des séries, ou si l’on veut, par la suite des 
coefficients de cette série: Deux fonctions analytiques, au sens de 
Weierstrass, coincident quand elles ont en commun un élément de 


G 
- 
= 
=) 


fonction. 


Ill. — FONCTIONS ELEMENTAIRES 


363. — Ona défini, au début du présent chapitre, les fonctions 
rationnelles d’une variable imaginaire, puis quelques fonctions 
agébriques simples comme \/x, 1 — a? etc... Les propositions 
générales que l’on a démontrées ensuite sur les séries enti¢res, sur 
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les séries et produits infinis qui peuvent se transformer en séries 
enticres, enfin sur le prolongement d'une fonction, fournissent un 
moyen naturel d’étendre aux variables imaginaires la définition et 
les propriétés d’un grand nombre de fonctions d’une variable réelle. 

Si l’on sait, par exemple, qu'une fonction f(z) de la variable 
réelle ~ est, dans un certain intervalle, développable en une série 
entiére en x, ou qu'elle peut étre mise sous forme de l'une de ces 
séries ou de l'un de ces produits infinis que l'on a considérés au 
n° 349, on pourra prendre cette série, ce produit infini comme 
définition de la fonction de la variable imaginaire «; cette défini- 
tion sera valable dans un continuum (C) contenant la portion de 
de l’axe réel qui représente l’intervalle considéré, ou une partie de 
cet intervalle. Si maintenant on connait une propriété de la fonc- 
tion de la variable réelle qui s'‘exprime par quelque égalité dont les 
deux membres soient des fonctions réguliéres en tout point du 
continuum (C), cette égalité subsistera dans tout le continuum, 
et la propriété qu’elle exprime sera ainsi étendue. Le présent 
paragraphe contiendra un grand nombre d'applications de cette 
méthode. 


364. — Considérons, comme premier exemple, la formule 


m m (m = 1) 


(1) (t+ v)™ = 1 + set ite eS 


1.2 


qui est établie (n° 488) pour les valeurs réelles de m et pour les 
valeurs réelles de & intérieures a lintervalle (— 1, 1). 

Dans le présent numéro, je désignerai par fx) la série qui 
figure dans le second membre de cette égalité, ou la somme de 
celle série supposée convergente. 

Le rayon de convergence de la série fx), regardée comme une 
série entiére en x, est 1 : la fonction f(@) a un sens, quelque 
soit m, sil’ona | i <- 1; cetle fonction peut étre regardée comme 
une fonction des deux variables « et m; a ce point de vue les 
remarques faites au début du n° 488 subsistent : si a@ est un nombre 
posiuf plus petit que 1 ct M un nombre positif quelconque, la 
fonction f(a) est continue dans l'ensemble des valeurs de x et de m 
qui vérifient les conditions 


|e{=¢@, ) ie) 
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Pour ce qui est de la signification du premier membre (1 + x)” 
de légalité (1, il y a liew d’examiner successivement le cas o& m 
est entier, fractionnaire, irrationnel, imaginaire, 

Supposons d’abord m entier; (& + a)’ a un sens bien net, c’est 
une fonction rationnelle de x, un polynome de degré m quand mest 
entier et positif; l’égalité (1) résulte alors des régles qui concernent 
la multiplication, elle est vraie quel que soit x. Il est aisé de voir 
qu'elle subsiste quand m est un entier négatif, sous la condi- 
tion | «|< r. 

Si en effet, on multiplie le second membre f(a) par le polynome 
de degré — m 


(Oe gee a A i 


et qu’on ordonne par rapport 4 x, on trouvera 1 comme résultat 
(n° 346 puisque, lorsque x est réel, le produit de (r + a)” par 
I+2z)” est égal a 4. La regle pour multiplier deux séries 
entiéres en Z, OU une série entire en & par un polynome en &, ne 
dépend pas de la réalité de # : pourvu qu’on ait | Z| <1, lesecond 
membre de légalité ‘1 multiplié par le polynome (1 + «)~” 
donne 1 comme produit. 

Leégalité ‘1 est donc établie lorsque m est un nombre entier 
négatif, sous la condition | x ae. 

Examinons maintenant le cas ou m est un nombre rationnel non 


X 


a a ~ z = “ = ~ D) 
entier; je suppose que m soit égal & la fraction irréductible ” a 


dénominateur positif; il est bien aisé de voir que l’on a alors, pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont 4 la condition |.«|< 1, 


(2) Lf (2) = (§ + 2p. 


L’expression | f x)|/ s’obtient en effet en faisant le produit de ¢ 
séries égales 4 f x), @apres la régle de multiplication des séries, 
valable sous la condition | z |< 1; sous cette condition et si x est 
réel, la somme de la série entiére en x ainsi obtenue doit étre 
égale a (1 + «” et, par conséquent, a la série (ou au polynome 


PE AON ctrtie Me 
1 E.3 


toe 
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qui doit donc (n° 346) étre identique terme, a terme, a la série pro- 
= i, 

Sous cette condition, la fonction f(a), qui a un sens bien précis, 
fournit donc une solution de |’équation en y 


duit; l’égalité (2) est établie sous la condition | « 


(3) yt (t+ a); 


mais cette derniére équation, quand on se donne a, ne détermine 
pas complétement y, qui est susceptible de g valeurs, toujours 
‘distinctes tant que « n’est pas égal 4 — 1 et qui se déduisent de 
l'une quelconque d’entre elles, en la multipliant par les q racines 
de l'unité (n° 325). I] importe de savoir distinguer laquelle de ces 
racines est égale a la série f(x). 

Soit a un nombre positif fixe plus petit que 1. Dans le domaine 


défini par Vinégalité <a, ia valeur absolue de la différence 


x 


entre deux racines de Véquation (3) reste supérieure & un nombre 


ane . ' 2)——_——— : Tv 
positif fixe ; elle est, en effet, au moins égale & 2\/1 — asin 


- 
(n° 325). D’ailleurs, dans ce domaine, In 
fonction fx est continue; il y a donc, 
dans ce domaine, g fonctions continues 

a qui vérifient l’équation (3), et qui restent 
distinctes entre elles, puisque la différence 
entre deux d’entre d’elles reste supérieure 
d un nombre fixe. Celle des solutions de 

ea 'équation (3) que lon a désignée par 

[f(x jouit de cette propriété de se réduire & la valeur arithmétique 

de V(1 + a)? quand « est réel et appartient a l’intervalle (— a, a). 

Dun autre cdté, un procédé pour définir sans ambiguité (1 + wn) 4 
consiste 4 regarder sa valeur absolue comme étant égale a la valeur 


. ryt q r r 
arithmétique de val 1 -+ «| et son argument comme étant égal au 


; ) ' : ; 
produit par fi de l’argument de 1 + x (n° 327); dés que l’ona 


Pp 
choisi ce dernier argument, la signification de (1 + «)¢ est fixée. 


Or il suffit de regarder la figure 38 pour constater que, lorsque « est 
un point intérieur au cercle de centre o ct de rayon 1, l’'argument 
de 1 + a, ou langle dont le premier cété est la direction positive 
sur l’axe réel et dont le second cdté est la direction qui va du 
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ee F ve 2 . it T 
point — I au point x, peut étre suppose compris entre A et+ o; 


il est alors nul quand « est sur l’axe réel; le point x est supposé 
ne pas atteindre le point —1 ot l’argument de 1 + & serait 
complétement indéterminé. Dans le domaine | « | < a, l’argument 
ainsi défini est une fonction continue de z, il en est de méme de 


i y ; js ——— 
son produit par + de la valeur arithmétique de vA 1 + x |” et enfin 


Pp 
de la fonction (1 + x)‘ définie comme ayant son argument égal 
Pp 


au produit par‘, de l’argument de 1 + x. Cette fonction (1 + a) 2, 
ainsi définie, a d’ailleurs son argument nul, quand « est réel et 
appartient a l’intervalle (— a, a); elle est alors réelle et positive, 
elle coincide donc avec f(a) dans tout le domaine|a| <a. Il en 
est d’ailleurs ainsi dans tout le continuum défini par l’inégalité 
|@|<1, puisque le nombre a peut étre supposé aussi voisin de 1 
qu’on voudra. 

Spe 


, la fonction f/x), dont 


i) 


= “ = a) 
Dans le cas ot l’on aurait |= 


a 


argument doit étre compris entre — h et i? peut étre caractérisée 


r =F I = 
comme étant celle des valeurs 1 + x ou de -—— dont la partie 
WARS Bi 


réelle est positive ; notons en particulier l’égalité 


I Hone ee eae 
Se eg ee eet 


2 2.4 PER inao ie 


<= Lig. (at ee Sl 
ar 


BUS Soe 


valable sous la condition | «|< 1, et dans laquelle i! est entendu 
que le premier membre a sa partie réelle positive. 

Simest un nombre irrationnel, la fonction f(a), en supposant tou- 
jours |~| <1, peut étre regardée comme ayant |1 + x)” pour valeur 
absolue et un argument égal au produit par m de l’argument de 


I + & supposé compris entre — - et =. C’est ce qui résulte aisé- 
ment de la continuité de Ja fonction f/x) regardée comme fonction 
de m. L’égalité (1) subsiste donc en adoptant pour (1 + #,” la défi- 
nition qu'on vient de donner au moyen de la valeur absolue et de 


Vargument. 
Dans le cas ol m est imaginaire, l’égalité (1) pourrait servir a 
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& 


définie (1 + a)” lorsque l’on a 


ax | <1; cest une autre définition 
qui sera adoptée ultérieurement; le lecteur n’aura pas de peine a 
faire le raccord. Je me borne & observer que, si lon suppose 
ja|<1, f(x), regardée comme une fonction de m, peut étre 
développée en une série enti¢re en m, convergente quel que sort m; 
c’est une conséquence aisée du théoreme [ du n° 349. 


365. — La série 


m0 me ar 
b+ + +H ot 
I Bo 


est convergente dans tout le plan, sa somme est ce qu’on a appelé 
une fonction (transcendante) entiere; lorsque « est réel, cette 
somme n'est autre chose que e*; il est naturel de délinir, quelle que 
soit la variable «, la fonction e” par légalité 


p G2 Ee 
(1) a — 


d’ailleurs le raisonnement du n° 489 permet de reconnaitre que la 
série qui figure au second membre est, quel que soit le nombre «x, 
la limite vers laquelle tend expression 


/ an 
e === ) 
nN 
quand n croit indéfiniment par valeurs naturelles. 
La régle de la multiplication des séries s’'appliquant aux séries 


absolument convergentes, il est clair que la fonction e” jouit de la 
propricté 


(3) a XK a = erty, 
d’ou lon conclut, en particulier ; 
NE A Meese (Me 


En remplagant, dans Ja définition de e”, x par x2, on trouve 


(3) mS feat rl x ey : ak : . ; 
tie i 1.2 1.2.3) 1.2.0.4) hei 
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de la convergence absolue du second membre résulte la conver- 
gence absolue, pour troutes les valeurs de x, des séries 


ho 20 
ee) Looe our Ta2d.400.0 


sees 


a = | = eee 
I Pos eo 


qui s‘apercoit d’ailleurs directement : les fonctions entiéres que ces 
séries définissent dans tout le plan, sont précisément, lorsque « est 


réel, les fonctions cos a et sin « définies au n° 1977 ; ici encore, les 
seconds membres des égalités 


cos £ =I - : ' ik a wise 
; \ cs 1.2 1.2.3.4 £23. OG [ 
(4) : 
sin & == pate = 
1.2.3 Lla.3.4.5 


définissent les premiers membres, quel que soit «; des fonctions 
cos £, sin x, la premiére est paire et la seconde impaire. On a 
@ailleurs, en vertu de l’égalité (3), et en changeant « en — x dans 
celte égalité 


(5) = Osram et, € =c0s £1 sin x, 


et, par conséquent, 


(6) cos & == —— ; Sha se 


Si, dans ces formules, on remplace « par «+y, puise?™"', e “ru 
par 
et’ x ev = (cos x + Usin x) (cosy + sin y), 
e—*! x e~¥' = (cos x — isin x) (cos y —tsiny), 
il vient 
( cos (« + y) = cos £ cos y — sin & sin y 


(7) 


/ sin (x + y) = sin x cos y + cos & sin y. 


C’est A Euler que sont dues les formules qui relient la fonction 
exponentielle aux fonctions trigonométriques. 
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La fonction tg x sera définie, pour toutes les valeurs de « qui 
n’annulent pas cos # par la formule 


Ona introduit au n° 495 les notations 


hy ee ea cil a din 2 Seg iis — 

2 2 er 
et l’on a établi quelques relations qui mettent en évidence les ana- 
logies des fonctions ch, sha, tha avec les fonctions cos x, 
sin «, tg x; il ne s’agissait alors que de variables réelles, mais rien 
n’empéche, maintenant que la fonction e” est définie pour toutes 
les valeurs de x, d’adopter les précédentes formules pour définir 
les fonctions cha, sh a, th x quel que soit w; les relations éta— 
blies au n°? 495 subsistent ainsi que les démonstrations ; on a d’ail- 


leurs & cause des formules (6 
, Eee eee 
ch v= tos tee” shi == ; sin Ue, tha eae; 
l 


et ces relations montrent que l’emploi des notations ch x, sh x, 

th w est inutile ; il est toutefois consacré par l’usage et il est com— 

mode pour séparer les parties réelles et les parties imaginaires, 
Remarquons, a ce sujet, que l’on ‘a, en désignant par a et b des 


nombres réels quelconques, 
erhht <— ¢8.e% <= 28 (cos begin b)) 
cos (a + bi) = cos ach b —isina sh b, 
sin (a + bi) = sin ach b + ‘cosa sh b. 


Les régles pour les dérivées des fonctions e”, cos x, sin x, tg x, 
cha, sha, th a résultent immeédiatement des n°s 350, 354. Les 


formules sont les mémes que lorsque & est réel. 
La démonstration qui a été donnée au n° 498 des formules 


. Tv = Tv 
cos x = sm 3 Ty sin 2 = COs 6 ie 


bo 
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subsiste, quel que soit «; mais il convient de remarquer que la 
vérité de ces formules quand x est réel entraine leur généralité : 


° ve * . 
en effet, cos 2 et sin G — v), par exemple, sont des fonctions de 


/ 
wT 


x partout régulicres ; la relation cos « = sin (= — x), vraie pour 


toutes les valeurs réelles de x, montre que ces deux fonctions coin- 
cident complétement en un point quelconque a, situé sur l’axe 
réel ; si on les prolonge 4 partir de ce point (n° 357), le long d’un 
chemin quelconque, elles ne cesseront pas de coincider compléte- 


7 
7 


ment ; la relation cos x ==sin (= — ) a donc lieu quel que soit x. 


C’est le mode de raisonnement sur lequel on a appelé l’attention 
au début du présent paragraphe. 

La fonction e* ne s’annule jamais; si en effet ona «© =u + wv, 
u et v étant réels, on aura 


e* = e“(cos v + 1 sin v) 


et aucun des facteurs du second membre ne peut étre nul. 

Il est aisé de construire une infinité de fonctions enticres qui 
jouissent de cette propricté. Si, en effet, g(x) est une fonction en— 
tiére, il en sera de méme (n°? 349) de la somme de la série 


tg {ay 


eo Oe Ey 


x) 
I 1.2 
dont la valeur est e®) et cette valeur n'est jamais nulle. Récipro— 
quement il résultera de considérations ultérieures que toute fonc- 
tion entiére qui ne s’annule pour aucune valeur de « peut étre mise 
sous la forme e#'”) en désignant par g (a) une fonction enticre. 

On étudiera bientét la résolution d’une équation telle que e’=a, 
ou a est un nombre donné ; de 1a et des relations entre la fonction 
exponentielle et les fonctions circulaires résulte immeédiatement la 


résolution d’équations telles que 
Cota Minted, tC Goo, Ch ¢=-ae. elo, 


Je veux me borner 4 remarquer ici que les équations cos 7 = 0, 
sina = o n’admettent pas d'autres solutions que les solutions 
réelles; le lecteur n’aura aucune peine a tirer ces résultats des 
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formules d’addition ; il les reconnailra aussi sur les produits in— 
finis qui représentent cos et sin, produits infinis qui, comme 
on le verra bient6t, conviennent aussi bien, que x soit réel ou qu'il 
soit imaginaire. 


366. — Les fonctions cos x, sin # admettent la période 27; la 
fonction e'”, 4 cause des formuies (5) du numéro précédent, admet 
cette méme période ; Ja fonction e” admet donc la période 277, ce 
qui résulte d’ailleurs des égalités 


grrr —— et.¢?™ == e* (cos ae =a sin 3) =e". 
a7 est d’ailleurs une période primitive ; c’est-a—dire qu'elle n’est 
pas un multiple entier d'une autre période ; en d'autres termes, si 


ri — 
n est un nombre naturel, ~~ n’est pas une période pour la fonc- 


tion e” ; Pégalité 


QTL 


entrainerait en effet égalité e | 


1 ==1, quin’est pas vraie. Les fonc- 
tions ch w, sh # admettent évidemment la méme période 277 que 
e”; mi est une période primitive pour th @. 

Supposons que le plan des « soit décomposé en bandes égales 
par des paralleles 4 l’axe réel, telles que la distance entre deux pa- 
ralléles soit égale 4 27, et considérons lune (B) de ces bandes. 
On connaitra la fonction e* dans tout le plan si on la connait pour 
tous les points qui appartiennent a cette bande (B) ; en effet A tout 
point # du plan correspondra un point «’ appartenant a (B), ayant 
méme abscisse que a et tel que la différence des ordonnées soit un 
multiple de 27; le point «’ sera unique si le point w n’est pas sur 
une des paralléles ; s‘il est sur une de ces paralléles, on peut le 
prendre sur l'une ou l'autre des deux droites qui forment la fron- 
tiére de (B): dans tous les cas, la fonction e* aura la méme valeur 
aux points a et a’. 

Prenons en particulier pour la bande (B) la bande limitée par 
les deux paralléles (P), (P,) 4 l'axe réel, situées de part et d’autre 
de cet axe, dune distance égale 4x. Uy a intérét a connaitre la 
fagon dont se correspondent le point « de cette bande et le point 
y =e"; je regarderai ce dernier point comme l'image du point a. 
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Posons donc «= u + w, wet  étant deux nombres réels dont 
le second appartient 4 l'imtervalle (— 7, 7), on aura 


y= evr — e (cos v + 7 sin v); 
la valeur absolue de y est e“; son argument peut étre pris égal a v. 


I] est commode de regarder les points 2, y comme appartenant A 


des plans distincts que l’on désignera sous le nom de plan des x 
et de plan des y. 


(P) nea 
ye 5 
As Os eee | {V) 
(x) 
0 
(U) 
(P,) Ti 


(P’) 
(P34) 


Fig. 39. 


Donnons 4 v une valeur fixe appartenant 4 l’intervalle (— x, 7) 
et supposons que u croisse de — 2 4 + ©; en dautres termes, 
x décrit une droite (V) parallele a l’axe réel; l’'argument de y res- 
tera fixe, sa valeur absolue croit de o a + %; le point y décrit 
donc la demi-droite (V’) qui part du point o et dont l’argument 
est v ; 4 proprement parler, le point y n'est jamais au pointo, dont 
on peut dire qu'il est l'image du pot a Vinfini 4 gauche sur la 
droite (V); & mesure que u augmente, le point y s‘éloigne sur la 
demi-droite (V’). 
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La demi-droite (V’) est confondue avec l’axe positif pour v=0, 
avec l’axe négatif pour v = z= ou pour v = — 7; l'image de l’axe 
réel du plan des « est l’axe positif du plan des y. Les deux paral— 
léles (P), (P,) ont toutes deux pour image Vaxe négatif du plan 
des y. Quand v croit de — z A =, la demi-droite (V'), d’abord con- 
fondue avec l’axe négatif du plan des y tourne dans le sens direct 
et vient pour v==7 se confondre 4 nouveau avec l’axe négatif. 
Lorsque u reste fixe et que v croitde — za + 7, quand le pointx 
décrit un segment (U), paralléle 4l’axe des ordonnées, allant d’un 
point dela droite (P,) 4 un point de la droite (P), son image dé- 
crit un cercle (U') dont le centre est le point o, dont le rayon est 
e“; elle part du point du cercle situé sur l’axe négatif pour y reve- 
nir. Les images des deux extrémités de (U) sont confondues. 

On voit que l'image de la bande du plan des « recouvre tout le 
plan des y (sauf le point 0). Le demi-pian des y situé au-dessus de 
Vaxe réel est Vimage de la demi-bande du plan des «& située au- 
dessus de l’axe réel; les coefficients de i des nombres correspon - 
dants x, y sont de méme signe; deux points «© symétriques par 
rapport a l’axe réel (deux points dont les affixes sont imaginaires 
conjuguées), ont pour images deux points y symétriques par rap- 
port a l’axe réel. Deux points distincts de la bande ont des images 
distinctes sauf si ces deux points appartiennent respectivement aux 
droites (P), (P,) et sont situés sur une méme perpendiculaire ad ces 
deux droites. 

On supprimera cette exception en vegardant l’'axe négatif du plan 
des y comme double, comme une coupure 4 deux bords dont le 
bord supérieur est Vimage de la droite (P) et dont le bord inférieur 
est l'image de la droite (P,). De cette fagon, deux points distincts 
de la bande du plan des « auront toujours deux images distinctes ; 
les points de la bande voisins de (P) auront des images voisines de 
laxe négatif et au-dessus; ces images seront regardées comme 
voisines du bord supérieur de la coupure ; les images des points de 
la bande voisins de (P,) seront de méme regardées comme voisines 
du bord inférieur de la coupure. 

Dans ces conditions, tout point y du plan des y, autre que le 
point o sera l'image d’un point # =u + iv de la bande et d’un 
seul. Supposons d’abord que le point y ne soit pas sur la coupure 
(que y ne soit pas un nombre négatif) ; ce point y sera l’intersec— 
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tion unique d’un cercle (U") et d’une demi droite V’; le cercle (U’) 
sera l'image d’un segment (U); la demi droite (V’) sera l'image 
dune droite (V); le segment (U) et la droite (V) se couperont en 
un point unique x dont y sera l’image; en se reportant a la cons- 
truction de (U’) et de (V’) au moyen de (U) et (V), on voit que 
Yabscisse du point « dont y est l'image est le logarithme naturel 
de la valeur absolue de y et que son ordonnée est la valeur princi— 
pale de l’argument de y. Sile nombre y est négatif, l’abscisse de x 
sera le logarithme naturel de — y, son ordonnée sera 7 ou — 7, 
suivant que y appartiendra au bord supérieur ou inférieur de la 
coupure. Le nombre & ainsi défini est ce que l’on appelle la valeur 
principale du logarithme de y; je la représenterai habituellement 
par la notation Igy. La fonction Igy est définie dans tout le plan 
des y, sauf au point o; elle se confond avec le logarithme naturel 
de y quand y est positif. Elle est continue en tout point qui n’ap- 
partient pas a la coupure. Si l’on considére un point y, de la cou- 
pure, du bord supérieur, par exemple, on peut dire encore que la 
fonction lg y est continue en ce point, sion l’entend dans le sens 
suivant : 4 chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif 
7 tel que l’on ait | Igy — Igy, | <¢, silona|y—y,. |< et 
si le point y est au-dessus de l’axe réel négatif, ou sur cet axe, 
mais sur le bord supérieur de Ja coupure. En deux points con- 
fondus en réalité, mais situés l'un sur le bord supérieur, l'autre 
sur le bord inférieur de la coupure, la différence des deux valeurs 
de la fonction Igy est a7. 


367. — ll ne sera pas inutile d’indiquer, sur ce méme exemple 
simple, un autre mode de raisonnement qui est souvent commode 
pour la définition des fonctions inverses. 

Reprenons |’étude de la correspondance entre les deux plans des 
x et des y définie par l’équation y = e” et considérons dans le plan 
des « le rectangle ABA’B’; les deux cdtés AB, A’B' sont des paral- 
léles d axe réel, A une distance z de cet axe; ils sont des segments 
des droites qui étaient désignées dans la figure précédente par 
(P,), (P). Quant aux cdtés AA’, BB’ paralléles @ l’axe imaginaire 
je les suppose tres éloignés, 4 des distances a, b que je me réserve 
de faire grandir indéfiniment. 

Les points A, A’ du plan des « ont des images confondues en 
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A,, Aj dans le plan des y sur l’axe négatif, trés prés du point 0; 
la droite AA’ a pour image un petit cercle de centre 0, passant par 
les points confondus A,, A,. Les points B, B’ du plan des x ont 
des images confondues en un point trés éloigné B, ou B, du plan 
des y, sur l'axe négatif de ce plan; la droite BB’ a pour image le 
cercle de centre o et de trés grand rayon qui passe par le point B, 
ou B} ; les cétés AB, A'B’ ont leurs images confondues en A,B,, 
A'B). La fonction e* est réguliére en tout point qui appartient au 
rectangle. 


Si le pomt x décrit le rectangle dans le sens direct ABBA’A, 
le point y = e* du plan des y déerit le len fermé F) que l'on 
obtient en partant du point A,, décrivant la droite A,B,, puis le 
grand cercle dans le sens direct, puis la droite B/A\, puis le petit 
cercle dans le sens indirect de maniére a revenir au point A,. Ce 
lien fermé est la frontiere du continuum (C) que l'on obtient en 
supprimant tous les points situés sur le segment A,B, de ensemble 
des points intérieurs au grand cercle et extérieurs au petit. 

Lorsque le point x décrit le contour ABB’A’A, que le point e= 
du plan des y décrit le lien fermé, comme on vient de l’expliquer, 
le vecteur qui va du point y, au point e* tourne d'un angle égal A 


CHAPITRE XI. —— FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES 355 


am; en d’autres termes, l’argument de e? — y, s'accroit de 27. Il 
résulte de 1a (n° 359) que |’équation e* 


Yo =o admet une racine 
et une seule a l’intérieur du rectangle. On en conclut en suppo- 
sant que les cotés AA’, BB’ s’éloignent indéfiniment, que si y, est 
un nombre quelconque non négatif ou nul, l’équation e* = y, 
admet une racine et une seule représentée, dans le plan des x par 
un point intérieur 4 la bande formée par les deux paralléles (P), 
P,); sans doute, on connaissait déja ce résultat, qui est la chose 
essentielle pour la définition de lg y,; mais il y a intérét 4 montrer 
comment il résulte immédiatement de la seule considération de 
Vimage du rectangle ABB’ A’. 


368. — On vient de définir la fonction lg a, le logarithme prin- 
cipal de x. Définissons maintenant toutes Jes valeurs du Jogarithme 
de «x et la fonction log x dans sa généralité. 

Le nombre z sera, par définition, une valeur du logarithme du 
nombre z si l’on a e* = a. 

Soient r et 9 la valeur absolue et l’argument de x, en sorte que 
lon ait =r (cos § + isin G); cherchons A déterminer deux 
nombres réels €, 7 tels que l’on ait 


ees uae 
est! — ¢ —r (cos 6 + isin 6); 


. r . £ ais . 
le premier membre est égal a e* (cos y +1sin q); sa valeur absolue 
est égale 4 e*, son argument a 4; pour qu'il y ait égalité avec 
r (cos § + ‘sin @), il faut et il suffit que l’on ait 


/? 


C2 ==, 0 =f 8 ne, 


n étant un entier quelconque. Pour x = o, le probléme n’‘a pas de 
solution ; pour « & 0, il y a une infinité de logarithmes de «, 
donnés par la formule lg r + (9 + 2nz) 7; la partie réelle du lo— 
garithme de « est le logarithme naturel de la valeur absolue de x; 
le coefficient de 7 est l'un quelconque des arguments de «; Ja valeur 
principale du logarithme, définie plus haut, répond a l’argument 
principal de x; elle est définie si x n’est pas négatif. 

Il ne sera pas inutile de faire remarquer en passant que, 
puisqu’on peut prendre lentier n aussi grand qu’on veut en valeur 
absolue, il y a des nombres e* égaux au nombre donné non nul « 
et pour lesquels | z | dépasse tel nombre positif que l’on voudra. 


© 
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On yoit combien, en quelque sorte, e* est indéterminé quand z~ 
augmente indéfiniment; on se rappellera toutefois que e* tend vers 
o quand la partie réelle de z tend vers — » . 

Les fonctions e”, log # étant définies, on peut, lorsque a nest. 
pas nul, regarder a’ comme égal a la valeur de la fonction e” pour 
x = b log a; cette valeur est déterminée quand on a fixé la déter- 
mination du logarithme. Ainsi, la fonction (1 + o)” du n° 364 
peut étre définie, quel que soit m, par l’égalité 


(1 + x) — emlog (1+2), 


Pour la définition générale de la fonction log w, on pourra pro- 
céder comme aux n° 337, 338: d’abord on pourra convenir de 
prendre le coefficient de ¢ toujours égal 4 l'argument de «; la ot 
argument de x est défini, la fonction log x, dont la partie réelle 
est log | x |, sera alors définie sans ambiguité. Par exemple sur 
un lien qui ne passe pas le point o, dans un domaine simple qui 
ne contient pas ce point, l’argument est défini par continuilé, du 
moment que l’on a choisi sa valeur en un point du lien ou du do- 
maine ; il en sera de méme de la fonction log aw, qui sera une 
fonction continue de a, pour le lien ou pour le domaine; toute 
autre fonction conlinue dans les mémes ensembles, dont la valeur 
est toujours l’un des logarithmes du nombre x, s’obtiendra en 
ajoutant 4 celle-l4 un multiple de 277. 


369. — Lorsque « est réel et moindre que 1 en valeur absolue, 
ona 
ny 2 8 
xv wv Hb 
log (1 +- x) = rare ar Sc ye 


le second membre, que je désignerai par f(a), a un sens tant que 
Yona] a |< 1. Si, en outre, x est réel, ona 
f(x) 


afte) ee pa Le) rete a. oe 


In se reportantau théoréme IIL du n° 349, on voit tout de suite que 
les conditions requises pour l’application de ce théoréme sont véri- 
fices,et que l'identité précédente en x est vraie tant que l'on a| a pas 
il en résulte que, sous cette condition, la valeur de J (x) est toujours 
l'un des logarithmes de 1 + a; d’ailleurs la fonction J (2) est con- 
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tinue dans le domaine défini pat Vinégalité | « | < a, ol a est un 
nombre positif plus petit que 1; dans ce domaine, 1 + «ne s’annule 
pas; son argument principal, compris entre — : et , s'annule 
quand « est réel; la différence lg (1 + a) — f(a) est continue dans 
le domaine « <a; elle est un multiple entier de 277; c’est donc 
une constante et cette constante est nulle comme on le voit en 
supposant x compris entre o et r. La série f(a) n’est donc autre 
chose que la fonction lg(1 + a), sous la condition | « | <a et, 
par conséquent, sous la condition | « | <I, puisque a peut étre 
supposé aussi vcisin de 1 qu’on voudra. 


Supposons que la fonction log « soit définie, ainsi qu’on l’a 
expliqué plus haut, comme une fonction continue de a dans un 
domaine simple (D), qui ne contienne pas le point 0. Soit ax un 

_ point intérieur au domaine; soit gun nombre positif inférieur a la 
distance du point x) a la frontiére de (D) et, par conséquent, a 
| x, |. Supposons que le point « = x) + h reste dans le cercle (C) 
défini par Vinégalité | h | =; la fonction log « — log , sera 


continue dans ce cercle et s’annule pour « = a; d’ailleurs sa 
valeur ne peut différer de la valeur de 


d ] 


0 


que d’un multiple de 277; mais le second membre est une fonction 
continue de /h tant que l’ona 


his @; il s'annule pour h = 0; 


x | Sp, 


on a donc, sous la condition 


e 2 - 3 
L— 2 xr — xy)? xr—ox 
log x = log x, + ——* ( 0) \ ee, y 
Ai, S008 He 


la fonction log x est réguliére en tout point x intérieur au domaine 
(D) et sa dérivée est ©. 
x 

Supposons maintenant que l'on définisse la fonction log « comme 
une fonction continue le long d’un lien (T), qui ne passe pas par le 
point o, et dont chaque point soit déterminé par un parametre 
réel ¢, appartenant A Vintervalle (4, ¢,). Le hen peut traverser la 
coupure, mais je suppose que son origine et son extrémité ne soient 
pas sur la coupure. Pour l’origine «,, qui correspond 4 la valeur ¢, 
du parameétre, on aura 

log x, = Ig x, + 2nni 
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n étant un certain nombre entier. Si le lien ‘T) n’a aucun point 
commun ayec la coupure, on aura tout le long du lien, 


log « = lg x + 2nzi, 


le nombre n restant toujours le méme. 

Si, en particulier le lien (T) est fermé et sil n’a aucun point 
commun avec la coupure, on revient au point de départ avec la 
méme détermination. Cette derniére conclusion subsiste si le lien 
(T) est la fronti¢re d’un domaine simple auquel n’appartient pas le 
point o. 

Supposons maintenant que le point « soit sur la coupure, pour 
t= 9 mais non lorsque l’on a 4; S!< %; pour les valeurs de ¢ 


qui appartiennent & Vintervalle (¢, 9), on aura toujours log « = 

lg 2 + 2n7i, n étant le méme que pour /= . Si maintenant le 

lien traverse la coupure pour f == 9, on aura, pour les valeurs de ¢ 
rae 4 

un peu plus grandes que 9, 


log « = Iga + a(n £1) ti 


en prenant, dans le second membre, le signe + ou le signe — 
suivant que l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en 
bas; ¢ continuant 4 croitre, le coefficient de 277 restera le méme 
dans le second membre tant qu’on n’aura pas atteint la coupure a 
nouveau. 

En supposant toujours que le point 2, qui correspond A f=9 soit 
sur l’'axe réel négatif, si pour les valeurs de ¢ un peu plus grandes 
que @ le point a restait du méme cdté de cet axe que pour les 
valeurs plus petites que 9, on aurait log w= lg « + 2nm pour les 


valeurs un peu plus grandes que 9, comme pour les valeurs plus 
petites et le point € devrait étre regardé comme appartenant au bord 
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de la coupure dont sont voisins les points « qui correspondent aux 
valeurs de ¢ un peu plus grandes ou un peu plus petites que 9. On 
peut aussi supposer que le lien se confonde avec ce bord de la cou- 
pure dans un intervalle (9, G’) et qu’il quitte ce bord pour 1 = 6’, 
soit qui! traverse la coupure, ou non. Tout cela ne peut offrir 
aucune difficulté pour le lecteur. 


370. — Considérons la fonction 
le (Z <= 4 
SNe 
posons 
pay y= on 
———_ = u, SSS = 
a0 ip ay, 


Ces formules établissent une correspondance entre les deux 
variables x, u que l’on peut supposer représentées dans des plans 
différents. Lorsque u croit de — « a o, 
lorsque le point u décrit l’axe réel négalif, x 
dans le plan des u, le point correspondant 
a décrit le vecteur qui va du point a vers 
le point b. Employons les notationsA,B,X res B 
pour désigner, dans le plan des «a, les 
points dont les affixes sont a, b, w. C’est 
le vecteur AB qui, dans ce plan, jouera le rdle de coupure et que 


lon regardera comme ayant deux bords, un bord gauche rattaché 
aux points du plan voisins de AB et & gauche, un bord droit 
rattaché aux points du plan voisins de AB et & droite. La fonction 


i —— ON, one ; Seen oe : , 
lg (s=) nest définie, quand le point « est sur la coupure, que 


si l’on dit sur quel bord il se trouve. Le lecteur reconnaitra sans 
peine la vérité des affirmations qui suivent : 
Si le point # ou X n’est pas sur la coupure, on a 
0 XB 


Ig XA + (XA, XB), 


en désignant par (XA, XB) l’angle compris entre — xz et + 7 dont 
le premier cété est XA et le second XB : cet angle est positif ou 
négatif suivant que X est & gauche ou a droite de la direction AB. 
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Si le point X est sur le vecteur AB, entre A et B, ona 


XB 


cap Xx 
LW pecmar fast hs: 


Q 1 
DG 


| 


+ ni, 


aa 


f 


en prenant le signe + ou le signe — suivant que z est sur le bord 
gauche ou sur le bord droit. Quand le point x s’approche du point 
a ou du point b, la partie réelle augmente indéfiniment. On dit que 


la fonction est infinie pour ces points. Elle est réelle quand le point 
X est sur la droite AB, mais non entre A et B. 


: : b—ex 
En procédant de la méme facon pour définir la fonction lg 


—«a 
on est amené & introduire deux coupures indéfinies BB’, AA’ sur la 
droite qui passe par Jes points AB et que, pour pouvoir parler de la 
droite et de la gauche, nous regarderons comme ayant la direction 
qui va de A vers B. La partie réelle de la fonction précéedente est 
=| quant au coefficient de i, c’est l’angle' XA, XC), 


toujours leg 


C 


Fig. 43. 


compris entre — 7 et x, dont le premier coté est XNA et le second 
cété le prolongement XC de XB; on pourrait prendre dailleurs 
tout aussi bien l’angle opposé par le sommet : cet angle est négatif 
quand le point X est 4 gauche de la droite, positif quand il est a 
droite; sur les bords gauches des coupures la partie imaginaire 
est — m1, elle est + zi sur les bords droits; la fonction est réelle 
quant le point x est sur la droite, entre A et B. Ona 


suivant que le point X est & gauche ou A droite de la direction AB. 
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374. — On trouve une fonction de cette nature en cherchant les 
nombres y tels que l’on ait 


ev — e—W 


tg y = .. —§—___, = 3 
8 J (ev + ev) e 


wee 


on tire en effet de cette égalité 


l+ilw i—g, 


e2ly se 
i— i L—-- x’ 


on voit que le probleme admet une infinité de solutions pourvu 
que «ne soit égal ni a i nia —Z; 2ty doit étre l'un des loga- 


: i— 2 : 
rithmes de; ; toutes les valeurs de y forment une progression 


i L 


arithmétique dont la raison est z. Considérons, en particulier, la 
solution 


Désignons, sur la figure, par X le point dont l’aflixe est x, par 
}, et Lles points — 7 et 7, par XK la direction opposée a Ja direc- 
tion XI. Les coupures vont sur l’axe imaginaire du point I au 
point a l’infin: vers le haut, du point I; a Vinfini vers le bas; on a 
en général 


\. ¢—2——-1 eo = big ekd 
— le. —— = —ang +l 27, 
Me ea angle (XI,, XK) + 5 8 XT 
ou langle ‘XI,, XK) est compris entre z et — 7, positif ou négatif 


suivant que X est 4 droite ou a gauche de l’axe imaginaire; en 
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d’autres termes, suivant que la partie réelle de # est positive ou 
négative. 

Le coefficient de i est posilif ou négatif suivant que le point X 
est au-dessus ou au-dessous de l’axe réel; en d'autres termes, 
suivant que le coefficient de i dans x est positif ou négatif. Quand 
x est réel, le coefficient de i est nul, la moitié de l'angle (XI, XK) 
est égal 4 l’angle (IO, IX) dont la tangente est «; on peut donc 
poser alors 


en convenant, comme on a fait au n° 199 de regarder arc tg x 


. wT a7 Dra: ee A 
comme compris entre — > et |. On peut adopter Végalité précé - 


ae | 


Fig. Ad. 


dente comme définissant arc tg # pour toutes les valeurs de x 
autres que ¢ et —v. La partie réelle de la fonction arc tg x est 


. . wT 19 . . 
alors toujours comprise entre — 5 et , ; elle atteint respectivement 
ces valeurs quand le point x est sur le bord gauche, ou sur le bord 
droit, d'une coupure. Quand a est purement imaginaire sans ¢tre 
sur une coupure, c’est—a- dire quand le nombre réel ; est compris 


entre — x et 1, arc tg w est purement imaginaire. La fonction 
arc tg w est impaire. 

Iln’y a aucune difficulté 4 définir par continuité, sur un lien 
qui ne passe par aucun des points 7 et — 7, ou dans un domaine 


simple qui ne contient aucun de ces deux points, une fonction 
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continue Arc tg x qui satisfasse toujours a l’équation tg (Arc tg @)=«. 
Le lecteur n’a qu’a se reporter & ce qu'on a dit sur les logarithmes. 
Supposons le lien défini pour les valeurs de la variable réelle ¢ qui 
appartiennent a l'intervalle (/,, ¢,), le point ~, correspondant a la 
valeur initiale ¢,; le lien peut traverser les 
coupures mais ne doit passer ni par le 
point 7, ni par le point — 7; supposons 
qu’on prenne, pour t= ¢, 


n NK 
AtG tg 05 == arc te 7,,° 
l’égalité entre les deux fonctions Arc tga, Uz ; 
arc tg x subsistera tant qu’on n’a pas une 
valeur de ¢ a laquelle correspond un point 0 


d'une coupure (*) ; si pour? << 6, onna 
pas atteint une coupure, et si on en tra- 
verse une pour f= 9, on aura pour les 
valeurs de ¢ un peu plus grandes que 9 


Are tee arete oer, 


en prenant le signe + ou le signe — sui- 
vant qu’on traverse la coupure en allant 
du bord droit au bord gauche, ou du bord 
gauche au bord droit. L’égalité subsiste ensuite tant qu’on n’a pas 


Fig. 46. 


atteint les coupures, etc. 


372. — Résolvons de méme, pour définir la fonction arc sin «, 
l’équation 
. Cu em 
sin y = So, 
ou 
ety — gia ev —r = 0; 


si on se donne le nombre x, le nombre vy devra ¢tre le logarithme 
de l'une des racines de l’équation en u 


UP == EPH 1 =O: 


(1) De méme si l’on voulait définir la fonction Arc tg w dans un domaine 
simple qui ne contiendrait aucun point des coupures. 
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Considérons en particulier la fonction 


en adoptant pour 1 — «? la méme détermination qu’au n° 344 ; 
celle pour laquelle la partie réelle est positive. Je rappelle qu’on a 
di introduire deux coupures sur l’axe réel; l'une allant de 1 a 
+ 0; l'autre de — 1 A — ow. Lorsque « est sur une des cou- 
pures, 


Vi—@ == ilva*—1| 


est imaginaire ; les signes placés prés des coupures indiquent quel 
signe on doit prendre suivant qu’on est sur un bord ou sur un 
autre; lorsque x est sur l’une des coupures, i + \/1 — a? est 
purement imaginaire, ainsi que l’autre racine i — \V/1 — 2? de 
léquation en u : inversement, l'une ou l'autre de ces deux racines 
ne peut tre purement imaginaire que si & est situé sur l'une ou 
l'autre de ces deux coupures ; en effet, de l’équation en u on tire 


et l’on voit immédiatement que a est reel et plus grand que 1 en 
valeur absolue si on suppose u purement imaginaire. 

Par conséquent, dans le continuum obtenu en supprimant du 
plan les points qui appartiennent aux deux coupures, les parties 
réelles de ta + V1 — x, ix — /1 — a? ne s’annulent pas; elles 
gardent le méme signe; la premidre est toujours positive, comme 
on le voit en prenant « = 0; la seconde est toujours négative. 
En supposant que &, n’apparuienne & aucune coupure, on peut 
prendre l’argument de tz + 1 — x? entre — et +, largu- 
ment de — ix + \/1 — z? entre - et 


Si donc a n’appartient pas A Vune des coupures 


We et Ys 
; Ig a + V1 — a”) 


f ; 5 ic T 4 
aura sa partie réelle comprise entre — : et 5 > celte derni¢re con- 


dition et I’équation sin y = a suffisent A définir le nombre y, 
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, ee I ds Sue : : 
puisque la partie réelle de : log (ta — V1 — 2) n’est jamais com- 
ae 7 
2 


et 5+ quelle que soit soit la détermination adoptée 


prise entre — . 


pour le Jogarithme. D’aileurs, lorsque x est réel, compris entre 


; I 5 a a 4 
— ret r, la fonction ; lg (ta + V1 — a?) est la fonction arc sinx 


au, = 


+ 
= =i) ie) 1 Go 


du n° 499 : en effet, si on pose 2 — sin 9, ¢ étant compris entre 
Te 235 _ “ ous z r r 
— , et 5, cos ¢ est positif et par conséquent égal au nombre po- 


sitif /r — w?; on a alors 


iz + VI — ~ —cos 9 + isin 9; 


par coaséquent la valeur absolue du premier membre est 1 et son 
argument principal est 9 : on a bien 
1 


ree Sh 
- lg (a +V¥i— 2) = 9. 


D’aprés cela, je prendrai la fonction le (ix + V1 — x?) comme 
la définition de arc sin a. 

D’ailleurs en se reportant aux diverses valeurs du logarithme et 
en se rappelant que le produit des deux racines de |’équation en 
west — 1, on voit que toutes les valeurs de y sont données par 
les formules 


anme—+arcsing, (2n-+ 1)x—arcesing 
ou est un entier quelconque. 


Le schéma ci-dessous donne la valeur de la fonction are sin x 
sur les différents bord des coupures 


== —ilg (—« —ya¥ — 1) ger Be Ve) 
ee ee an =m (0) BES Me FRG A? AIOE 
et ee oe VT) ari ls ee a 1) 


En deux points confondus de la coupure de droite, mais appar- 
tenant a des bords opposés, la somme des valeurs de Ja fonction 


o 
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ainsi définie est 7; la somme analogue, pour l'autre coupure, est 


=. 
Ici encore, il sera facile de définir par continuité, le long d’un 
lien ne passant par aucun des points 1 et — 1, une fonction 


Arc sin « vérifiant pour toutes les valeurs de « l’égalité 
sin (Afe'sin a) =a. 


Si Von suppose le lien défini pour les valeurs de la variable 
réelle ¢ qui appartiennent a l’intervalle (/,, ¢,) et si l’on a 4 Vorigine 
x, du lien 


Art Sih 7, == art Sth X,, 


l’égalité entre les fonctions Arc sin x et arc sin « subsistera tant 
qu’on n’aura pas atteint une coupure; si l’on alteint et si l’on tra- 


Fig A8. 


verse une premitre fois, pour f= 6, lune des coupures, on aura 
pour les valeurs de ¢ un peu plus grandes que 9 


Arc sin « = + tw — arcsin @, 


suivant que l’on traverse la coupure de droite ou la coupure de 
gauche; l’égalité subsistera tant qu’on n’aura pas atteint une cou- 
pure, etc. . 

Supposons, par exemple, que le point a se meuve, dans le sens 
direct, A partir du point 2, sur un cercle décrit du point o 
comme centre avec un rayon plus grand que 1 et traversant les 
coupures de droite et de gauche aux points %, ; supposons que 
le poimt a soit au-dessus de l’'axe réel et que les deux fonctions 
Are sin wv, arc sin x soient égales en ce point ; elles resteront égales 
sur l’arc qui va de a, 4/2; quand on aura dépassé 2, on aura 


Arc sin «= — 7 — arc sin gz, 


’ 
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et cela jusqu’a ce qu'on soit en %; quand on aura dépassé %, on 
aura Arc sin « = 27+ arc sin x; c’est avec cette valeur, en par- 
ticulier, qu'on reviendra au point x, ; l'égalité subsistera tant 
qu’on restera au-dessus de I’arc réel, etc... 

Le lecteur n’aurait pas de peine 4 démontrer, sur les définitions 
précédentes, que les fonctions arc tg #, arc sin « sont régulicres 
en tout point qui n’appartient pas aux coupures ; mais cela appa- 
raitra plus tard, d’une autre facgon (n® 388, 389, 399). 


373. — En posant 
(1 se =T [(: +2) <=] 


on a établi (n° 263), pour les valeurs réelles de «, les formules 


I 


Q) iq =r se) 
(3) sinne anf (e) f(—0) =x] | | (: he 7 o | 


(n) 


a) Fes ¥)=— a1 (2), Pr (a2) Cia — 2) = 


Tk 


sin xa 
Je rappelle que C désigne la constante d’Euler et que l’accent 


i 
dont est affecté le symbole 7) veut dire que n doit prendre toutes 


(n) 
les valeurs enticres, positives ou négatives, 4 l’exclusion de la 


valeur o. 
On a montré aussi que, si l'on pose 


pT ae 
(: + =| ev = T- a, (x), 


si l’on désigne par U,(a) la majorante naturelle de la fonction 


ge tee heed, (3 ee 

ik, ie eee 2 \L2 ei ae a: 

et par A un nombre positif quelconque, la série 4 termes positifs 
u(A) + u(A) +... + 4,(A) +... 


est convergente. 
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Il suit de 14 que les seconds membres des formules (1), (2), (3) 
sont des fonctions (transcendantes) enticres en a, et qu'on peut 
leur appliquer la regle du n° 354 pour prendre la dérivée d’un 
produit infini. 

La formule (2), établie par les valeurs réelles de x, peut ¢tre 
prise comme Ja définition de la fonction T'(x%) pour toutes les 
valeurs de x, autres que 0, —1, — 2,... . La formule (3) est 
certainement vraie pour toutes les valeurs de x; car les trois 
membres peuvent étre mis sous forme de séries enticres en a, 
convergentes quel que soit 2, et ces séries sont identiques puisque 
leurs valeurs respectives sont égales lorsque « est réel. Les for- 
mules (4) résultent sans peine des formules (2) et (3); elles sub- 
sistent donc pour les valeurs imaginaires. 

En prenant les dérivées d’aprés les regles du n° 354 et en posant 


at {ome 
o (x) Ss , 
I (#) 
on obtient 
n=co 
= ee eas Fog Dee 
A) we wad [On ny? 
Nn==1 
a +1) -, - I I I 
(6) Fee wae ee—lim (555 ea +n log 
I I Nee in 
ap) SCO see — 1 P(e 9 1 =a\e 
(3) ie (2) += 9 (= @) ot a len _ 


ey a , ‘5 , 7 
Dans la derniére formule l’accent dont est affecté le symbole W 
J yas 


(n) 
veut dire que nr doit prendre toutes les valeurs entiéres positives ou 


négatives, mais non la valeur o; elle ne diflére que par la forme 
de la relation 


n= oo 
I Si Dy 
role eee : af 
x seed — I 
n==I 


comme on le voit en réunissant les termes qui correspondent & 
des valeurs symétriques de n. 

La convergence des séries qui figurent aux derniers membres 
des égalités (5), (7) résulte de la fagon méme dont elles ont été 
obtenues, mais il ne sera pas inutile de reconnaitre, sur les séries 


. 


CHAPITRE XI. —— FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINALRES 309 


elles-mémes, et la convergence de ces séries et le caractére des 
fonctions qu’elles définissent. 
Je raisonnerai, par exemple, sur le second membre de Péga- 
lité (7) 
\ - . rs a 
On a vu (n° 343) que, des deux fonctions 


[ I x 
Roane Bee ate E 
en on’ n(n’ —z)’ 


ot n’ =| n|, la seconde était la majorante naturelle de la pre- 
miére, en supposant | x | <n’. Fixons un nombre positif quel- 
conque A, et un nombre naturel r > A; ne considérons que les 
valeurs de « qui satisfont & la condition | «| < A et, dans le 
second membre de l’égalité (7), négligeons la fonction rationnelle 


S,(#) somme des termes pour lesquels on a |n| <r, pour ne 
nous attacher qu’a la somme &, (7) des autres termes. Remplacons 
dans X,.(a”) chaque terme par sa majorante naturelle et « par A; 


on obtiendra la série 4 termes positifs 


n= & 


A 
So eas UE 


ra=r 


qui est manifestement convergente comme la série » =i Le 
coefficient 2 provient de ce qu’on a réuni les termes provenant 
de &,(a) qui correspondent a des valeurs symétriques den. On 
voit donc que, pour les valeurs considérées de «, la série ¥,(x) 
satisfait aux conditions du n° 349; elle est absolument et unifor- 
mément convergente; elle est développable en une série entiére en 
a; ce développement est valable pourvu que l'on ait | «| <r, 
puisque le nombre positif A peut étre supposé aussi voisin de r 
qu'on voudra. Ainsi, en particulier, la fonction 


1 

Tel COG Te 
peut étre développée en une série entiére en x convergente sous la 

sae : Wf Lae ION 5 

condition | 2 | <1. La fonction ,(x) est réguliére pour toutes 
les valeurs de a qui satisfont a la condition | « | <r; ses dérivées 
s’obtiennent en prenant les dérivées des termes de &; (i), etc... 
La fonction rationnelle 8, (x), qu'il faut ajouter a (a) pour avoir 
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le second membre de (7), admet pour poles, les points 
oe 1, 2b 3... ee 


chacun de ces pdles est simple et le résidu correspondant est 1 ; 
en se rappelant que le nombre A peut étre pris aussi grand qu'on 
le veut, on apercoit immédiatement les propriétés suivantes de la 


fonction 


elle est partout régulitre, sauf aux points dont l’affixe est un nom- 
bre entier (*) ; chaque nombre entier est un pole simple et le résidu 
correspondant est 1; les dérivées de la fonction sont 


¥ ee 


ae prem as Zid ae 
a (x + n) (2 + n) 


dans ces séries, n doit prendre toutes les valeurs entiéres, sans 


exclure 0. 
De ce qui précede on déduit en particulier les égalités 


d E 2) 73 ~ I 


(8) da | T(x) }~ aut (@ + n)? 
n=o 

' 3 eee, Cone 

(9) sin? tt dad (@ + 1)?” 


n 


On voit combien, en raison méme de la maniére dont converge 
la série qui y figure, le second membre de l’égalité (7) est avanta— 
geux pour représenter la fonction cot m2, combien, en particulier, 


il est plus avantageux que expression 


R= p 
. ~ I 
lim, ‘\ 

fed FN 


n=—p 


pHa 


(1) Cette propriété suffit 4 prouver que légalité (7), une fois établie pour les 
valeurs réelles de x, subsiste pour les valeurs imaginaires, puisque la fonction 
cotmx, quotient de deux séries enliéres de x, est réguliére pour toute valeur 
de « qui n’annule pas le dénominateur sin ta. 


‘ 


ig Ge 


ee 
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(n° 202). Remarquons, a ce propos, la fagon dont se comporte 
expression 

nrn=p 

y I 

da CO - 


rn q 
quand p et q sont des nombres positifs trés grands. 
On peut écrire 
p We me sy Pp i q r= P 


ee Bo I I Vv —— 
mf 2 cn 7 toys c+ Nn n, 


n=—Y] i—7 Fuk , 


Si on se donne la valeur de « (non entiére), la somme des 
termes qui forment la premiére ligne du second membre est trés 
voisine de cot zx, pourvu que p et q soient suffisamment grands; 
quant aux termes qui figurent dans la seconde ligne la somme 
(n° 494) differe trés peu de 


(CG + log p) — (C + log q) = log § 


on peut donc écrire, en désignant par ¢ une quantité qui tend 
vers o quand p et g augmentent indéfiniment. 


n= p 
+— == x cot re + log? +; 
e+ n q 


r=— 


on peut évidemment faire grandir p et ¢ de maniére que le second 
membre s’approche d’une limite dont la différence avec x cot rx 
soit tel nombre réel que l’on voudra. Lorsque p et g grandissent 
indéfiniment, le coefficient de ¢ dans le premier membre tend vers 
une limite, mais non la partie réelle. 
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e 


En changeant dans les formules (3) et (7) & en wx on trouve 


/ : 
chra=n7xr el [(: - 23 | 
(n) 


(10) n= oO 
ee 
== Ka | (: Se = 
(a 
chrz I “a NY I =.) 
shrz yo NG ip nl 


. We e 
La derniére formule, en y changeant « en ree devient, aprés des 


transformations faciles, 


I 1 NY I I 
aa = - — — » ae _- a 
= iG 2 Lend NG TL 2ntl 
(n) 
(12) | ie 0) 
I I + hea 


Puisque le second membre de I’égalité (7) est développable en série 


entiére en «, convergente sous la condition | a0] <1, les sommes 


sont développables en 


qui figurent dans les expressions de 
é 


| 
an} <1: 


C’est un résultat qu'on a annoncé et utilisé au n° 265, ow l’on 


une série entiére en «, convergente sous la condition 


avait écrit 


x x B, 2 : 
=I-—-—-+ uC 


2 ; ; 
= Papi, 
e* —I Dea Teanoe Ba 


ot +. (—1)et?- 
poi dacies eee ees as 


En appliquant au second membre de la formule (12) la régle 
donnée plus haut pour le développement en série entiére en « du 
second membre de la formule (7), on trouve sans peine 
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en posant 


I ans I I 
T2P 92 i cog Ae n2P 


Sop == 


je rappelle que les nombres B, (nombres de Bernoulli) sont 
rationnels et qu’on a donné au n° 265 les valeurs des premiers 


de ces nombres. . 
Signalons le développement suivant, bien aisé 4 déduire de ce 


qui précede 


5 2 
2% {2 cos 
92+ (Cea bee 1) 
— = Bop yx?? 
oy Se ete - 
374. — Les formules ¢étudiées dans le précédent numéro 


mettent en évidence certaines propriétés des fonctions qui y figu- 
rent; on a vu par exemple avec quelle facilité on reconnait que 


la fonction 


est réguliere en tout point autre que les points 0,=, 1+2...., 


quelle admet tous ces points pour poles simples, et que les résidus 
correspondants sont tous égaux a 1. Il est des lors bien naturel 
de se poser la question suivante : construire une fonction F (a) 
qui soit régulicre en tout point du plan, sauf en certains poles, 
pour chacun desquels’on se donne la partie principale : ainsi, si a 
est un des pdles de la fonction cherchée F (a), on se donne une 
expression de la forme 


A, Ay—1 Sight Ah ollleg Me Ay ‘ 
D0 


eae = c- 
(x2 — a)* (x — a)*—* 


ou % est un nombre naturel et A,, A, ,,..., Ar des constantes 


qui ne sont pas toutes nulles, telle que la différence (") entre F (x) 
et expression considérée puisse étre développée en une série entiére 


(1) Il est & peine utile de dire que la valeur attribuée 4 cette différence pour 
x=a doit étre regardée comme une valeur limite. 
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en x — a, convergente pouvu que la valeur absolue de x — a soit 
suffisamment petite. 

On désigne sous le nom de fonction méromorphe de % une 
fonction qui est réguliére partout sauf en certains poles. Un point 
quelconque du plan est un point ot la fonction est régulitre ou 
un pole ('). 

Les fonctions méromorphes sont la généralisation des fonctions 
rationnelles comme les fonctions entiéres sont la généralisation des 
polynomes. Le quotient de deux fonctions entiéres est une fonc— 
tion méromophe ; on démontre inversement que toute fonction 
miromorphe est le quotient de deux fonctions entiéres. 

Le probléme posé, dont je me bornerai d’ailleurs a traiter 
quelques cas particuliers, consiste donc 4 construire une fonction 
miromorphe connaissant ses pdles et les parties principales corres- 
pondantes. 

Supposons d’abord que les pdles soient en nombre fini; et dési— 
gnons les par a, d2,..., dn; soit fi(x) la partie principale de la 
fonction relative au pdle a;; je rappelle que /;(a) est un polynome 


donné en ae ; la somme fi (#) + f,(x) +... + fn(a) répond 
évidemment & la question poscée; elle est réguliére en tout point 
qui n’est pas un pdle comme somme de fonctions réguliéres; et, 
pour la méme raison, sa différence avec la fonction fi (a), par 
exemple, c’est-a-dire f2(x) + fs(x) +... + fn(2), est réguliére au 
pomt a. On reconnait immédiatement que toute fonction F (x) 
qui jouit de ces propriétés est de la forme 


fi (2) + fa(@) + + + fn(@) + 9(@), 


en désignant par g(#) une fonction réguliére en tout point du 
plan. Toute fonction entiére, transcendante ou non, est régulicre 
en tout point du plan; on verra plus tard que les fonctions enticres 
sont seules a jouir de cette propriété. 


(*) Vadopte la signification que M. Borel donne au mot méromorphe. (Voir, 
par exemple ses Legons sur les fonctions méromorphes). Quelques auteurs disent 
@une fonction qu’elle est méromorphe dans un domaine simple, par exemple, 


pour dire qu'un point de ce domaine est un point ow la fonction est réguliére, 
ou un pole, 
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Considérons maintenant le cas ou l'ensemble des poles est 
infini. Je dis d’abord que cect ensemble ne peut admettre de point 
d’accumulation ; supposons en effet que ) soit un tel point d’accu- 
mulation et désignons toujours par F (a) une fonction qui réponde 
4 la question posée : aussi prds de b qu’on voudra, il y a des 
poles et par conséquent des points ot | F (a) | dépasse telle borne 
que l'on voudra; F (x) ne peut donc étre réguliére en b. Le point 6 
ne peut pas non plus étre un pole; s'il était un pdle en effet, a ce 
pole correspondrait une partie principale ¢(«) : or la différence 
F x) —¢(a) qui admet évidemment pour pdles tous les pdles 
de F (), sauf b, qui admet donc des pdles aussi voisins de b qu’on 
le veut, ne peut étre réguliére en b. Ces conclusions sont imcom— 
patibles avec la supposition faite sur la fonction F (a), laquelle doit. 
étre réguliére en tout point qui n’est pas un pole, |’ensemble des 
poles n’admet pas de points d’accumulation, le nombre des: poles 
moindres en valeur absolue qu'un nombre positif donné P est fini; 


ces poles peuvent étre rangés dans un ordre tel que les valeurs 
absolues aillent en croissant ou plutdt ne décroissent jamais. En 
faisant croitre P indéfiniment, on voit que l'ensemble des poles est 
dénombrable et que ces poles peuvent étre rangés dans un ordre 
Dyy Czy, «+05 Oy one tele, que: om ait 


Raye ee, liiny Cy == CS 
C’est ce que je supposerai dans tout le présent numéro. 
Continuons & désigner par /,,(a) la partie principale de la fonc- 
tion cherchée I (a) qui correspond au pole dn. 
Il est naturel de considérer la série 


(1) i, (@) + fa (@) ee fh (2) Aes 


supposons non seulement qu’elle soit convergente, mais qu elle 
satisfasse 4 la condition suivante: Quel que soit le nombre positif 
A, si n est un nombre naturel tel que da et, par conséquent, 


Antiy Unta, --- Solent supérieurs a A, la série 
(2) ae, + fats (@) a, 


dont tous les termes sont manifestement développables en séries 
<= A, satisfait aux condi- 


entiéres: en a, convergentes pour | « | 
tions du n° 349, 
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S’il en est ainsi, la somme F (x) de la série (1) se décompose en 
deux parties : d’une part, la somme des 1 — 1 premiers termes, qui 
est une fonction rationnelle, d’autre part lasomme de la série (2) 
qui, dans le domaine | « 


< A, est absolument et uniformément 
convergente et peut étre mise sous forme d’une série enlicre en x 
uniformément convergente dans ce méme domaine. En tout point 
de ce domaine autre que les points a,, a,, ..-, d, , la somme de la 
série (r) est réguliere comme somme de fonctions réguliéres ; aux 
environs du pole a,(r <n), la diflérence F (x) — f(a) sera mani- 
festement réguliére. Gomme le nombre A peut étre pris aussi grand 
quon veut, il est clair que la fonction F (a) satisfait aux condi- 
tions imposées ; il en sera de méme de toute fonction obtenue en 
ajoutant a I’ (%) une fonction entire transcendante ou non ; réci- 
proquement la différence entre une forction qui satisfait aux con— 
ditions imposées et I* (a) devant étre régulicre en tout point est, en 
vertu d’une proposition énoncée plus haut, une fonction enticre, 
transcendante ou non. 

Il est & peine utile de dire que la série (1) est absolument et uni- 
formément convergente dans tout domaine simple qui ne contient 
aucun des points a, d,, ..., An, .-- 

Supposons par exemple qu’on veuille construire une fonction 
réguliére partout sauf aux pdles 0, I, 2, ..., 7, ... et telle que sa 


partie principale pour le pole rn soit TE Il est aisé de voir 


(a + n 
que la somme I (a) de la série 
er 1 Ste I 
a (a + 1)? ape (a + n)* 


répond a la question. 

Lorsque la série dont les termes sont les parties principales don- 
nées relatives aux poles a,, a,, ..., ne Jouit pas des propriétés que 
suppose la démonstration, on substitue a cette série une autre 


(«) 9 (a) + G(x) + ... + 9, (@) +... 


A ; a) Tele STO aad Oh \ 
dont chaque terme (a) se déduit de la partie principale /f, (x) 
qui correspond au pole Gd en en retranchant un certain polynome 
d, (a2), choisi de fagon que la série (g) satisfasse aux conditions 
quon supposait tout a l’heure vérifiées par la série (1); c’est-a- 
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dire qu’a chaque nombre positif A correspond un nombre naturel 
n tel que lon ait | Gn | > A et que la série 


Gn (®) + Snpa(@) + ve 


satisfasse pour # < A aux conditions du n° 349. 

Qu il soit toujours possible de déterminer les polynomes 4, (a) 
de fagon qu'il en soit ainsi, c’est une proposition (') comprise dans 
une suite de théoremes généraux que l’on doit 4 M. Mittag-Leffler ; 
je Pétablirai tout a l'heure dans un cas trés particulier, mais je 
veux faire remarquer qu'il est clair, si l’on admet cette proposi- 
tion, que la série (9) est absolument et uniformément convergente 
dans tout domaine simple qui ne contient pas de pdle, que sa 
somme (x) satisfait bien aux conditions imposées pour ce qui est 
de la régularité, des pdles et des parties principales correspon— 
dantes, enfin que la dérivée de cette fonction, aux points oti elle est 
réguliére, est la somme de la série dont les termes sont les déri- 
vées 0 (20), 0, (7), ... des termes de la série (9). Ce dernier point 
résulte de ce que ® est, en conservant les notations précédentes, la 
somme d’une fonction rationnelle et de la série 


en (#) + Gags (@) bo 


qui, pour « = A satisfait aux conditions du n° 349. 
J’arrive maintenant a la démonstration du cas particulier que 


°9 


jal en vue. 

Je suppose d’abord que o ne soit pas un pole: cela ne diminue 
en rien la généralité. Si o, en effet, est un pole de la fonction 
cherchée, il suffira, aprés avoir supprimé ce pole et aprés avoir 
construit la fonclion qui admet les autres pdles et les parties prin- 
cipales correspondantes, d’ajouter a cette fonction la partie princi- 
pale qui correspond au péle o. 

Soient donc a,, d,, ..., dn, ... les pdles donnés, dont aucun 
nest nul; je suppose que ces poles soient tous simples; soit, en 
général, B, le résidu relatif au pdle a,; soient a, B;, les valeurs 


(‘) La démonstration de cette proposition et méme d’une proposition un peu 
plus générale est reproduite p. 128 du Tome I des Eléments de la théorie des 
fonctions elliptiques de MM. Tannery et Molk. 
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. 


absolues de ay, B,,; je suppose enfin que la série & termes posilifs 


Bi BS Bi, 


alee F qletl So? of geen tee 


alrtt 
ou r désigne un nombre entier positif ou nul, soit convergente. 
Lorsque l’on se donne les nombres a,, Bn, il n'est pas toujours 
possible de trouver un nombre r tel que Ja convergence ait lieu ; 
mais le cas ot cela est possible est particulicrement intéressant en 
raison de la simplicité des résultats. 

Quoiquw il en soit, sous le bénéfice de ces suppositions, on pren— 
dra pour le polynome Un «) qu’on doit retrancher de la partie 


rincipale Pica lativ Sle dn les r premiers termes du dé- 
Pp pe 2 —a, telative au pole dn les r 5 


veloppement de cette partie principale suivant les puissances as- 
cendantes de a, c’est & savoir 


7 —Al 
Ne fe Dy, Bx Ba F 
Ya(e) = — A 
an ay an 


en posant 


Sig 0) aa a a Ls id SR pn De o. es 


x— a, ay a, a, Gin (2 — Gy) 


et il est bien aisé de voir que cette série jouit des propriétés annon- 
cées. Soit en effet A un nombre positif quelconque ; soit un nom- 
bre naturel tel que a’, et, par suite, a’, tis Daron -.. Soren’ plas 
grands que A; pour | « | <A, la série 


Om (@) + Ppp y (ae) + -.. 


salisfait aux conditions du n° 349; en effet, les fonctions On (a), 


Ony1(e), ... sont développables en séries enti¢res en x, dont les 
majorantes naturelles sont 
pt I . 
= Ee bs / Beit a 
Gn (Gn et x) Ay 44 (Qn44 aes a) 


et la série 4 termes positifs 


BA" Bh psA" 


na, — A) diya (@iys — Ap 
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dont les termes s’obtiennent en remplacant « par A dans ces ma— 
jorantes naturelles est convergente comme la série 


l y/ 
eg eT 


ps “it 
a i la 


Supposons, par exemple, qu’on veuille construire une fonction 
holomorphe, dont les pdles, tous simples, soient les nombres en- 
tiers négatifs, nuls ou positifs, le résidu de chaque pdle étant 1 ; 


Ja partie principale relative au pdle n sera On commencera 


ae 
, oe ey ; 
par exclure le péle o, sauf 4 ajouter a la fonction trouvee. 


Les pdles rangés de facon que leurs valeurs absolues aillent en 


croissant sont alors 1, —1, 2, —2,.-., W, —nNn,...; dailleurs 
la série 

fs OE ie een apes ere eeee es 

12 12 2 2 te re re 


est convergente ; on peut done prendre r — 1; la fonction cher- 


4 4 > a4 , I 
chée, apres qu on aura ajoute le terme zp? sera 


I Daa I el ae 
ce Be hel 


La fonction ainsi construite et toutes celles qu’on obtient en lui 


ajoutant une fonction entiére en x répondent a la question. 

Je me contente de signaler une autre application du méme pro— 
cédé. 

Soient «), #' deux nombres dont on suppose seulement que le 
rapport ne soit pas réel. Considérons l’ensemble des points dont 
Vaffixe est de la forme s=2ps + 2p’s’ en désignant par p, p’ des 
nombres entiers positifs, nuls ou négatifs; il est aisé de voir qu’a 
deux systémes (p, p’), (p,;, pi) pour lesquels on n’a pas p, = p, 
p; =p’ correspondent deux points s, s, distincts et que tous les 
points s forment les neeuds d’un réseau de parallélogrammes 
égaux qui recouvrent tout le plan. On propose de construire une 
fonction partout réguliére sauf aux points s, qui doivent étre des 
poles simples, avec un résidu égal a 1. 
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On établit d’abord que la série a termes positifs 


Sat 
dad | S° | 
(s) 


ots doit prendre toutes les valeurs de la forme 2ps + 2p'o' sauf 
la valeur 0, qui correspond a p = 0, p’ = 0, est convergenle, en 
sorte qu’on peut prendre r = 2; finalement on reconnait que la 
fonclion 


répond a la question posée. 

Dans le cas général, c’est d’ailleurs d'une facon analogue que 
l’on procéde; si f(x) est la partie principale prescrite pour le pole 
dn, le polynome (a) qu’on en retranche s’obtient encore en pre— 
nant les premiers termes du développement de fn(a) en une série 
enliere en x, développement valable pour | « | < | dn |. 


375. — De méme qu’on peut construire une fonction holo- 
morphe dont on donne les poles et les parties principales corres— 
pondantes, on peut construire une fonction entiére pour laquelle 
on donne les racines et les degrés de multiplicité de ces racines. 

Lorsque ces racines sont en nombre fini, on a tout de suite une 
solution en formant un polynome qui admette chacune de ces 
racines avec le degré voulu de multiplicité et qui n’admette point 
d’autre racine; on peut ensuite multiplier ce polynome par une 
fonction entiére qui ne s'annule pas. 

L’ensemble des racines distinctes, s'il est infini, ne peut avoir de 
point d’accumulation : autrement, en effet, la fonction entiére serait 
identiquement nulle; cet ensemble est donc dénombrable et peut 
étre représenté par une suile a, d,, ..., Qn, ... pour laquelle on a 

Gp | cn | Oy | ee 
nc 

D’un autre cdté ordre de multiplicité de chaque racine est un 
nombre entier déterminé; rien n’empéche de supposer, tout en 
conservant les deux conditions précédentes, que, dans la suite a,, 
(y, +++) Qn, -.. Chaque racine figure autant de fois qu’il y a d'unités 
dans son ordre de multiplicité. Laissons de cété, s'il y en a, les 
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racines nulles : on peut, toujours en tenir compte, quand on a 
construit une fonction entiere qui admet les autres racines, en mul- 
tiphant cette fonction par une puissance de «. 

Weierstrass a montré qu’on pouvait faire correspondre & chaque 
racine d, de la suite précédente un nombre naturel 7, et un poly- 


nome 
° 56 ae a'n 


P,=— + ote +t 55 
OG, 2a Ee 


tels que le produit infini 


nfe—24) 
ayn 

fit convergent. Ce produit satisfait méme, pour toutes les valeurs 
de x, aux conditions du n° 349 '), Si on admet qu il en soit ainsi, 
il est clair que ce produit répond a la question posée : c’est une 
fonction entiére admettant pour racines les racines données, chacune 
avec son degré de multiplicité et n’en admettant pas d’autre. Ce 
théoréme de Weierstrass a été le point de départ d'un grand 
nombre de recherches, en particulier de celles de M. Mittag— 
Leffler auxquelles on a fait allusion un peu plus haut : au reste, la 
construction d’une fonction entitre dont on se donne les racines 
avec leur ordre de mulltiplicité et la construction d’une fonction 
méromorphe pour laquelle on se donne les poles et les résidus 
correspondants sont deux problémes connexes; en effet si a est un 
zéro de la fonction entiére cherchée, avec l’ordre de multiplicité z, 
on tirera de l’égalité 


la suivante 


a (2) 


/ ey © 
fiz) © @—=@ = 9() 

qui montre que la dérivée logarithmique de la fonction f(a) admet 
le point a comme pole simple, et que le résidu correspondant est . 


On conclut de 14 immédiatement que la dérivée logarithmique de 


i. () 


(1) Voir, par exemple, les Eléments de la Théorie des fonctions elleptiques de 


MM. Tannery et Molk, t. 1, p. 1141. 
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la fonction entiére cherchée est une fonction méromorphe dont les 
poles sont les racines de la fonction cherchée, chacun de ces pdles 
étant simple et le résidu correspondant étant le degré de multipli- 
cité de la racine. Si l’on construit une telle fonction méromorphe 
de la fagon qu’on a expliquée antérieurement, les régles dintégra— 
tion, qu’on étudiera bientét, conduisent au produit infini qu’ona 
décrit un peu plus haut (!). 

Pour ce qui est de la démonstration directe du théoreme de 
Weierstrass, je me bornerai 4 quelques indications sur le cas ou 
toutes les racines données a,, a, ..., @,, ... sont simples et ot il 
existe un nombre entier positif ou nul r tel que la série 4 termes 
positifs 

Ni I I 


| Sn fev | i 
{r-+-4 T pti T ere T ir+i feey 
ai arr aarr 


dans laquelle on suppose a, = | a, |, est convergente. Tout d’abord 
sir est nul, il est clair que le produit infini 
R= 


Hire 


iss 


répond 4 la question. Supposons maintenant 7 positif, on prendra 
pour le polynome P,, correspondant a la racine an, 


a I a I he 
P, = — + — p+ +o 
ds 0, r an 


afin d’établir la convergence du produit infini dont le n®™* facteur 


est 
4 6; > 
(: a ) e "1 
Ay 


il est commode de remarquer que la fonction entire ° 


x2, x x 
Ase Os 
y= (1 tS x) e! 2 ? 
peut se mettre sous la forme 
art 
I — —= 0 fa) 
rT a 


(1) Oa peut voir & ce sujet les Legons sur les fonctions méromorphes, de 
M. Borel, p. 14. 
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ott 9(«) est une série enti¢re en a dont les coefficients sont positifs 
et plus petits que 1. C’est ce que l’on reconnait sans peine en re- 
marquant que la fonction y vérifie l’équation différentielle 

yl a) ye =o 
qui, si l'on pose 


jo aa Der Pe tn an 
eet Oe ame, + ... —— 7" — ,.., 
if 2 n 


fournit, pour la détermination, des coefficients %,, %,... les relations 


O Sy ee) eee Ay» a.) , —— 1 


Lot a : ) (n => r); 


de ces relations on conclut par induction que les coefficients, d 
partir de %,.,, restent é€gaux ou vont en diminuant, sont positifs et 
inférieurs ou égaux a 1. D’aprés cela, sila valeur absolue a’ de z est 


ae : I : 
inférieure 4 1, on peut prendre la fonction ———, pour majorante de 


la série G(x). Si donc on désigne par A un nombre positif quelcon- 
que, si l’on ne considere que les valeurs de « pour lesquelles on a 
a’ = A, si nest un nombre naturel tel que a,, et par conséquent 
a, en supposant m > n, soit plus grand que A, on pourra écrire 


| x Pp ard Kom 
i-— — je *— da) < — Se RS 
| Am i (Qin cr) Qn (Qi, A) 


Laissons de cété les n — 1 premiers facteurs du produit infini 


le-2ell-Dey~ 


qui forment évidemment une fonction enticre; pour les valeurs de 
x considérées, le produit infini formé par les facteurs suivants sa— 
tisfait aux conditions du n° 349, 4 cause de la convergence de la 
série a termes positifs 


Art Ar+4 
‘ } +... 
Ay (a, — A) G+ (rt, — A) | 
La réintroduction des n — 1 premiers facteurs ne change rien 


au caractére du produit infini considéré qui, pour les valeurs de x 
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’ gatisfaisant 4 la condition | « | <= A, est absolument et uniformé- 


ment convergent et peut étre mis sous forme d'une série entiére en 


a; puisque A peut étre pris aussi grand qu’on le veut, ce produit 
infini est bien, comme on l’avait annoncé, une fonction (transcen- 
dante) entiére en w. La dérivée logarithmique est la fonction méro- 


morphe 
noo 
N I L c* a” 
. sates ae 
Amd [= ie Ayn an an 


qui admet pour poles simples les points a,, a,,..., avec le résidu 1. 

Les produits infinis qui représentent les fonctions Tia), sin za, 
ont été construits par la régle qu’on vient d’expliquer, en partant 
de ce que la série 


est convergente. 
Signalons encore, en reprenant les notations expliquées anté— 
rieurement le produit infini 


ot: s doit prendre toutes les valeurs de la forme 2 po) + 2 qa’, sauf 
la valeur 0, et dont la dérivée logarithmique est la fonction (a). 
La fonction transcendante entitre g(a), introduite par Weierstrass, 
tient un réle capital dans la théorie des fonctions doublement pé- 
riodiques. 


CHAPITRE XII 


DERIVEES ET INTEGRALES DES FONCTIONS 
D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE 


1. — DERIVEES 


376. —- La notion de dérivée d'une fonction d’une variable ima- 
ginaire a été présentée de deux points de vue différents ; on a dit 
(n° 352) d’une fonction F(z) réguliére au point zy, c’est-a-dire 
telle que la fonction I’ (z, + h) puisse étre développée en une série 
entiére en h, convergente pour les valeurs suffisamment petites de 
[h|, qu'elle admettait des dérivées de tous les ordres et l’on a dé- 
fini ces dérivées par les coefficients de la série. Au n° 353, ona 
donné une définition de la dérivée quia exactement la méme forme 
que la définition de la dérivée pour les fonctions d’une variable 
réelle. En ce sens, on dit qu'une fonction I* (z), définie aux envi- 
rons du point z,, admet en ce point le nombre F’(z,) pour dérivée 
si 4 chaque nombre positif % correspond un nombre positif / tel 
que l’on ait 

He) 7) _ pay] <a 
os “0 
sous la condition o < |z — z,| < (. Il ne peut évidemment en 
étre ainsi que si la fonction F(z) est continue au point z,. 

C'est surtout & ce dernier point de vue que je me placerai dé- 
sormais; mais le lecteur n’oubliera pas que, lorsqu’on sait qu’une 
fonction est réguliére en un point, on sait qu’elle a en ce point une 
dérivée ct méme des dérivées de tous les ordres ; nous connaissons 
ainsi déji un grand nombre de fonctions qui admettent des déri- 


Tannery Il, — Introduction & la Théorie des fonetions 95 
2 
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vées, et les dérivées de ces fonctions, par exemple les polynomes 
en z, les fonctions e*, sin z, tg z, etc. 

On montrera comme au chapitre VI que, si deux fonctions 
admettent des dérivées, il en est de méme de leur somme, de leur 
produit, de leur quotient et l’on généralisera sans aucune peine les 
régles dudit chapitre pour le calcul de ces dérivées. La régle des 
fonctions de fonctions se généralise aussi immédiatement que sa 
démonstration. Je ne m‘arréterai pas sur la régle des fonctions 
composées, pour laquelle je me bornerai 4 ce quia été dit, 4 un 
autre point de vue, au n° 354. Mais je veux dire quelques mots 


des fonctions inverses. 


377. — Soient 9(z), Y/z) deux fonctions inverses; soient z,, 
Z, deux points correspondants, c’est-a-dire deux points pour les- 


quels on ait & la fois 


je suppose, sur les deux fonctions ¢ (z), UZ), qu’elles sont. défi- 
nies aux environs des points 2), Z, ; qu’elles sont continues en ces 
points ; que l’on a, pour les valeurs de Z suffisamment voisines 


de Z,, 


Lh = af(e(e}]s 


je suppose enfin que la fonction ¢/z) admet, pour z = z,, une dé- 
rivée o'(z,), différente de zéro. Sous ces conditions, on peut affir— 
mer que la fonction | Z) admet, pour Z = Z, une dérivée égale 
etl 

* (a) 


Considérons en effet le rapport 


aa 
et posons z = 4(Z) ; pourvu que Z soit suffisamment voisin de Z,, 
(Z) ou z, puisque la fonction Y'Z) est continue pour Z = Z,, 
sera aussi voisin qu’on voudra de Y(Z)) = 2); Z= ¢[b(Z)] sera 
\ es 1 \ é 


égal 4 9(z); le précédent rapport pourra done s’écrit 
8 agd\z); precedaen rappor pourra onc s ecrire 
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qui est aussi voisin qu’on veut de sa) pourvu que z soit suffisam- 
ment voisin de z, et, par conséquent, pourvu que Z soit suffisam- 
ment voisin de Z,. La proposition énoncée est établic. 

On a vu, par exemple, que la fonction log Z peut étre définie, 
et cela d’une infinité de fagons, dans tout domaine simple qui ne 
contient pas le point 0; cette fonction salisfait d’ailleurs a la con- 
dition elog 4 = Z; elle est linverse de la fonction e* : un point 
quelconque Z intérieur au domaine considéré et le point z= log Z 
peuvent jouer le role des points Zy et z, de la théorie préccdente ; 
la dérivée de log Z est donc 


Connaissant la dérivée de la fonction log z, le théoréme des 


oh) 


fonctions de fonction permet d’obtenir les dérivées de 


Hie I t— 2 
cm == em log + arc tg z ‘ log ‘e aa 
2 ee 
are 1 : ; , 
arc sin z = . log (iz + V1 — 2? 
qui sont respeclivement 
mee oe SNe 
’ >? a 
I+ 2? V1 Bon 


Les deux dernicres pourraient d’ailleurs se déduire des dérivées 
de tg z, ou de sin z et de la regle des fonctions inverses. 

La signification que l’on doit donner a la dérivée, lorsqu’il y a 
quelque ambiguité, est d’ailleurs liée 4 la signification de la fonc- 
tion. La fonction z”, par exemple, lorsque m n’est pas entier, peut 
se définir ainsi que log z au moyen de l’argument de z et, par con- 
séquent, dans un domaine simple ne contenant pas le point 0; on 
mz™ 


est égale a —— , ot 2” a Ia 


x 


devra entendre que la dérivée fie = 


signification adoptée pour la fonction. 
Pour ce qui est de arc sin z, je rappelle d’abord que toute 
fonction Arc sin z, inverse de sin z, peut étre définie comme |’une 


' pe 1 me = z Ee 
des déterminations de : log (iz + 7/1 — 2); la fonction /r — 2 


doit avoir la méme signification que dans la dérivée — ———. Les 


Vr— 2? 
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fonctions 1 — z? et arc sin z ont été définies sans ambiguité dans 
un plan ot: Pon avait pratiqué deux coupures allant, le long de 
Vaxe réel, de 1 & + o& et de — 1 4— oo. Dans ce plan, Ja par- 
tie réelle de 1 — 2? doit étre positive, quil s’agisse de l’expres- 
sion au moyen de laquelle est définie la fonction arc sin z ou de sa 


dérivée. 


378. — Ii convient de faire ici, & propos des coupures relatives 
dla fonction are sin z, quelques observations qu'il y aurait d’ail- 
leurs lieu de répéter fréquemment dans des circonstances analo- 
gues; elles sontassez simples pour que j’aie cru devoir me dispenser 
de détails de démonstration, que le lecteur suppléera aisément. 

Soit z, un point situé sur une coupure, par exemple sur le bord 
supérieur de la coupure de droite. On est convenu de prendre 


alors 


7 


Vi — z= —iVz —1, are sin z, = ile {Zo Veta 
en adoptant pour \/z; — 1 la signification arithmétique ; au point 
z), si l’on traverse la coupure. la fonction arc sin z est discon- 
tinue; on n’a donc pas, semble-t-il, 4 parler de sa dérivée. On 
peut en parler toutefois et continuer de dire que cette dérivée est 
égale au nombre 

I l 


Vian ves — a] 

Premiérement, on peut dire que ce nombre est la dérivée, pour 
> = 2,, d'une fonction Are sin z, définie comme il suit aux envi- 
rons de z), par exemple dans le domaine simple dont la frontiére 
est un cercle décrit de 2, comme centre avec un rayon moindre 


— 1]; la, elle coincide avec la fonction are sin z pour les 


que |Z, 
points z qui sont soit sur le bord supérieur de la coupure, soit 
au—dessus, elle est continue et l'on a sin (Are sin z) = ¢. 

D'aprés ce qu’on a dit au n° 372, cette fonction est égale a 
x are sin ¢ pour les points situés soit sur le bord inférieur de 


ie 


la couputre, soit au-dessous. La dérivée de la fonction Arc sin z 


ainsi définie est 
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suivant que le point z est au-dessus de la coupure, sur la coupure 
(quel que soit le bord), ou au-dessous de la coupure : elle est 
continue dans le domaine considéré ; il est & peie utile de rappe— 
ler que 1 — z* asa partie réelle positive. 

Secondement, on peut dire que le nombre 


I U 
Vil ee lVz2 — 1| 
est la dérivée pour z = z, de arcsin z, en ce sens qu'il est la limite 
pour z = z, du rapport 
arc sin z — arc sin z, 
ae 


“0 


ou z ne prend que des valeurs figurées par des points situés soit 
sur le bord supérieur de la coupure, soit au-dessus. 

On est ainsi amené A étendre la notion de dérivée 4 une fonction 
F (z) qui ne serait pas enti¢rement définie aux environs du_ point 
z,). J indique dés 4 présent cette extension qui facilite quelquefois 
le langage. 


379. — Soit (E) un ensemble de points, soit z, un point d’accu- 
mulation de cet ensemble qui lui appartienne. Supposons que la 
fonction I (z) soit définie dans l'ensemble (E); je ne considérerai 
que des points z qui appartiennent a (E); je dirai que la fonction 
F(z) admet une dérivée au point z,, dans l'ensemble (E), sil 
existe un nombre I*(z,) tel que l’on ait, quelque petit que soit le 
nombre positif 

pi) 


| z= 


“oy 


(Zo) ar F’(z,) | ae a; 


pour tous les points z de E> quisatisfont a la condition 
oO a Iz 4 Z| <— 8, 


ott § désigne un nombre positif, convenablement choisi, d’apres @. 

La fonction F(z) ne peut évidemment avoir de dérivée dans 
ensemble (EK) au point d’accumulation z,, que si elle est continue 
en ce point. 


Si, par exemple, l'ensemble (I) est constitué par un continuum 
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et sa frontiére, on saura ce qu il faut entendre quand on parle 
une fonction F(z) déterminée dans (E) et admettant une dérivée, 
dans l'ensemble (E), en tout point de cet ensemble. Si z, est un 
point du continuum, la fonction Fz) sera déterminée aux envi- 
rons de ce point et l’on adoptera, pour la dérivée, Ja définition 
ordinaire ; si z, est un point de la frontiére, on adoptera la défini- 
tion étendue, qu’on vient d’expliquer. Plus généralement, si tous 
les points de (EK) sont des points d’accumulation, il est permis de 
parler d’une fonction I'(z), déterminée dans [), ayant une déri- 
vée dans (E), en chaque point de cet ensemble. Cette extension de 
la notion de dérivée est encore commode quand la fonction que 
Von considére est définmie, comme la fonction arc sin z, dans un 
plan ott l’ona pratiqué des coupures ; pour reprendre cet exemple, 
et le point z, situé sur le bord supérieur de la coupure, on consti- 
tuera l'ensemble (E) par les points suffisamment voisins de =z, et 
situés soit sur Je bord supérieur de la coupure, comme 2,, soit 
au-dessus de la coupure; la définition de la dérivée, dans l’en- 
semble E, de la fonction arc sin z au point z, est alors exactement 
celle qu’on a donnée a la fin du numéro précédent. 


380. 
dans Vensemble (E), ait, dans cet ensemble, une dérivée 


Supposons toujours que la fonction F(z), déterminée 


F’(z,) = g) + th, pour le point d’accumulation z= x + tyo; 
supposons en outre quil y ait un lien, défini par les formules 


c= o(t) + wW(d, as =k. 


qui soit contenu dans (EK) et qui contienne le point z,; en particu- 
lier, il y a un nombre /, appartenant & lintervalle (a, 6) pour 
lequel on a 


@ (to) == 2p, Y (to) = 95 


supposons enfin que les fonctions réelles ) t), ‘t), déterminées 


dans lintervalle (a, 6), admettent pour / = ¢, des dérivées g(t 


/ 0/9 


Wty); st le nombre ¢, se trouvait étre égal 4 une des bornes a. b 
de l'intervalle, le mot dérivée devrait étre entendu dans le sens de 
dérivée & droite ou de dérivée a gauche (n° 205). 


Si l’on regarde z comme étant égal A g(t) + w(t), F(z), en 


séparant les parties réelle et imaginaire, se mettra sous la forme 
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Dt) + iV (1, OL et V(e) étant des fonctions déterminées dans 
Vintervalle (a, 6). Je vais démontrer que ces fonctions admettent, 
pour / = %), des dérivées ®'(f,), W’(tg), et que ces dérivées s’expri- 
ment par les formules 


®' (ty) = Gop’ (to) — Ao’ (to) 
sh (é)) = hy! (to) =e Io (to) : 


que l’on peut condenser dans la formule unique 
®"(q) HUW" (lo) = (Yo + Uh) [9 (lo) + 2H! )]. 


Ici encore, si ¢, est l'une des bornes a, 6 de Vintervalle, les 
dévivées ©’ (t,), YW’ (t,) seront des dérivées & droite ou A gauche. 


Posons en effet 


(2) = 9(%) + tL) — 
=g) + th e+ ei, 


(ty) | 
i 


¥ (to) 


& <9 


F(z) — F(z) _ &(t) — (4) + i[v(i 


2) — el) _ vajan, Wael 


=), 


= 4 (h) + a. 


Fin vertu des hypothéses, 4 chaque nombre positif ¢, correspond 
un nombre positif lop tel que les nombres réels ¢, 2’ 74, 4’ soient 
moindres en valeur absolue gue Z, des que l’ona |¢—t|l< i: 

On tire de ces égalités 


P(t) — P(t) + i[ W(t) — P(E) 
= 


=} ote) Hot ib (l) #01} (Go + hy +2 + ei), 
puis, en séparant les parties réelle et imaginaire, 


®(i) — O(i,) 


= [¢'(lo) +] (go +2) —[¥(h) + '] (ly + 24), 


tty 
w(t)— Wt : : 
me Mo) = fp(ts) +0) (ho He) + M6) +41] Go +). 
0 


On voit immédiatement, en regardant les seconds membres, qu’A 
chaque nombre positif @ correspond un nombre positif /3’ tel que 
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~ 


les différences respectives entre ces seconds membres et les expres- 
sions 


ei) = Joe (é.) — AYE 
W" (ty) == hoe! (to) + go (to) 


soient moindres en valeur absolue que # lorsque ]’on a |i —1t,|</5; 
cela revient 4 dire que ®'(/,), YW (1,) sont les dérivées pour ¢ = 1, 
des fonctions @(t), W (4). 

Supposons que l'ensemble (E), dans lequel on supposera tou- 
jours que la fonction F (z) soit déterminée, jouisse de la propriété 
suivante : Deux points quelconques de (E) peuvent étre reliés par 
un lien contenu tout entier dans (E); c'est la condition 2° de la 
définition d’un continuum. Si celte condition est vérifiée, tout 


point de l’ensemble sera évidemment un point d’accumulation. 


Supposons aussi que F(z) ait une dérivée I’ (z), dans (E), et 
conservons pour les lettres et les symboles a, b, 4, (ft), Ui, 


M(t), W(é) la méme signification que plus haut; les fonctions 
réelles @(d), WY (2), déterminées dans l'intervalle (a, 6), admettront 
des dérivées ®’ (t), YW’ (1) pour les valeurs de ¢ telles que les fonc- 
tions 9 (4), 


Y(t) aient elles-mémes des dérivées g' (), YL), et Yon 
aura 


i 
S 
| 
> 
CG 
= 
aos 
> 
eS 
Sz 
eae 
ah 


en désignant par g, fh la partie réelle et le coefficient de i dans 
F(z), pour z=g(t) +ih(t); ces deux égalités peuvent étre 
réunies dans !a formule 


@ () + iW =F [o'() +H (0). 


381. Supposons enfin que (E) soit un continuum et que la 
fonction F(z) ait une dérivée F(z) en chaque point de ce conti- 
nuum ; le mot dérivée doit ici étre pris dans son, sens ordinaire, 
puisque la fonction F(z), par cela méme qu'elle est déterminée 
dans (I), est déterminée aux environs de chaque point z == a + iy 
de l'ensemble (I); il est maintenant inutile de parler de la dérivée 


dans (E). Posons, en séparant les parties réelles et les parties ima- 
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ginaires 
(2) (ee ay} 
P(e) = g (ey) + ih(@, y) 


’ 
, 


les fonctions réelles X, \, g, h des variables réclles x, y seront 


définies, et les deux premiéres seront continues ' 


*), en tout point 
du continuum ; il résulte immédiatement de ce qui précede que 
les fonctions Xa, y,, Ya, y) admettent des dérivées partielles 
par rapport a y en chaque point de (E 


par 


et que l’on a, en désignant 


oY 
ie ), 


les valeurs de ces dérivées au point = x, 


= oY) . 
= Los ¥ hy — } Los Yo)s 
( : J (Los Yo, (v.), L(Lo» Yo). 


)}3 


/aX a OK 
t )? fe I i ), 


\ 


ca 
OX oY 
ae (eV gs ( i Xo» ¥o) 3 


Considérons en effet, sur la paralléle 4 V'axe réel qui passe par le 
point ‘zo, y,) un segment comprenant ce point et assez pelit pour 
étre contenu dans (E); ce segment pourra étre regardé comme le 
lien du numéro précédent, en supposant que les fonctions 9/1), Y(t 
soient égales, la premicre a /, la seconde 4 la constante y, ct en 
prenant pour a, b des nombres qui comprennent .c, et qui en sont 


suffisamment voisins ; on aura alors O (1) 5 tf) = Ol e6 


Diy AE, V6); Wye Vit yay 


les dérivées par rapport a d, pour = x, des fonclions (1) ou 
X(t, yo), W(t) ou Y(é, yo) ne sont autre chose, par définition, que 
les dérivées partielles 


dont l’existence est ainsi manifeste ; les formules du numéro pré- 
cédent montrent d’ailleurs que ces dérivées sont respectivement 


(‘) On montrera ultérieurement qu'il en est de méme des fonctions q(x, y), 
h(x, y) en vertu des conditions énoncées. 
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égales A g(a, Yo). h(x, Yo). La démonstration s’achéve en consi- 
dérant, au lieu de la paralléle 4 Vaxe réel, la paralléle 4 l’axe ima- 
ginaire qui passe par le point (a, Yo). 

Puisque (a, ¥,) désigne un point quelconque du continuum (E) 


on peut dire généralement que si la fonction 

F (2) =X(e, ») + i¥(,y) 
admet une dérivée 

F'(z) = g(x, y) + th(a, y) 


dans le continuum, on a en tout point de ce continuum, 


ox oY oY oX 
= ee ray —-=s-— —- ==h(g, y) 
ae By YE «ie dy 
ov 5 on Dao vs AON 
pe ae eek ae 
OR ox tu \oy oy 


Si la fonction F’(z) est continue au point da continuum 
. Pa), ee) Gan ae . 
z= + ly, les fonctions — . — ,--, — seront continues en ce 
oe Oe dy OY 


point, au sens du n° 465. 


382. — Inversement, je vais établir le théoréme suivant : 

Soient X(a, y), Y(aw, y) des fonctions réelles des variables 
réelles «, y, définies dans tout le continuum (E) et admettant en 
chaque point de ce continuum des dérivées partielles du premier 
ordre, continues en chaque point du continuum et satisfaisant aux 
conditions 


(1) oX oY od Oe 
I = = > 
ver oy ” dy oa 


\ 
pr 


la fonction X(a, y) + 7Y (ax, y), regardée comme une fonction de 


; 
zu -+ ly, admet en chaque point du continuum, une dérivée 


égale A g(x, y) + th(a, y) en posant 


(2) g(t, y) = haces) > Re pee Lees 


or oy Oo aa 


ee 

Je raisonnerai sur le point (2), Yo) Ou Zo, que je suppose appar- 
tenir au continuum (FE); soit d un nombre positif tel que tous les 
points qui sont a une distance réduite de (x, y,) moindre que d 
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appartiennent a (EK); siz, 4 sont des nombres réels moindres que O 
en valeur absolue, et si-9,, 9, sont des nombres positifs moindres 
que 1, les points 


(Zo + &, Yo + B), (% + 91%, Yo + 818), (ao + 922, Yo + 428) 


appartiendront tous 4 (E). Afin d’abréger un peu I’écriture, je dé— 
signeral par g, et h,, d'une part, par g, et h,, d’autre part, les 
valeurs des fonctions g (x, y), h(a, y) aux deux derniers des points 
dont on vient de dire qu ils SN au conlinuum ; enfin je 
poserar ¢, == 9 (a,,'¥,); & = Rh. %) 

Pour établir la proposition que ie a en vue, il faut montrer 


que le rapport 


(3) A eye, Jans Me 8 (fo, Yo + 8) — X (ao. Yo) — LY (xo. Yo) 
a —+ Bu 


différe aussi pew qu’on veut, en valeur absolue, du nombre gy -+ ih,, 
pourvu que %, 7 soient suffisamment petits en valeur absolue. 

Or, avec les notations que ]’on a expliquées un peu plus haut, 
on peut écrire, en vertu de la proposition établie au n° 224 eren 


tenant compte des égalités (2), 


X (a+ 4, Yo B)—X (xo. Yo) =491— Bln , 
iy) (Xo =a, Yo 8) —Y (Xo, Yo) =— ahs a Bye 
ah, + Bq, + a(h2a—hy) + 8 (g2— gr). 


Le rapport (3) serait égal & gi + thy si V’om avait Gy == G2: il est 
égal, dans tous les cas, a 


a (hy hi) +8 (92 ack 9). 


g tit 1 : 
Cr a = Br 


puisque, en raison de la continuité des fonctions g(x, y), h x, y,, 
gu et hi, go et h, different aussi peu que l’on veut de gp et hy, 
pourvu que Z, 6 soient suffisamment petits en valeur absolue, il 
suffit de montrer que, dans les mémes conditions, la valeur abso- 
lue de l’expression 

a (2 — hy) + 8 (g2— gr) 


iL - <= — 
ee 
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est aussi petite qu’on Je veut; or, c'est ce qui devient ¢vident en 
posant % == 1 cos »), 6 = r'sin @, car on, alors 
; (he — Mi) + Bigs — 91) 


< eas = | (hy — hy) cos w + (go — gi) sin | 


= V(g2 — g1)® + (ha — hy)*. 
En résumé si l’on pose 
FP) =X(@, y)4+-i1¥(z, y), f(z) =g (ey) + h(a, y), 


a chaque nombre positif < faire correspondra un nombe posilif 7 
tel que l’on ait 


FOS EG) aales 


sous la condition | z — z)|< 7. C'est ce qu’on voulait établir. 
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383. — Désignons par E) un ensemble qui sera soit un conli- 
nuum proprement dit, soit un continuum complété par sa fron 
tiére. Soit f(z) une fonction de z déterminée et continue en 
chaque point de (I); soient a et b deux points de (I); joignons 
les par un are de courbe (C) contenu dans E) et défini par la 


formule z = a(t + iy (4) ott la variable réelle ¢ doit croitre de ¢ 

43; 0/1), 4/t) sont des fonctions continues de / dans lintervalle 
| is ee AS? 

(, i) telles que les valeurs de z qui correspondent i 1 Zot 


— fs soient a et b. Désignons par 4 (t) et h(t la partie réelle et le 


coeflicient de i de f(z) pour z= 9(1) + i4(t). Je suppose que Vin 
tervalle (z, 2) puisse étre décomposé en un nombre fini d’intervalles 
partiels tels que, dans l’un quelconque de ces intervalles partiels, 
les fonctions 9 (1), u(t) aient des dérivées continues et qui ne chan 


gent pas de signe. Le point [9 (¢), 4/f)| parcourt la courbe de (C, 
B, ou déecroit de & 


a 6. On sait ce qu’on entend quand on dit qu'un point de (C) est 


deaab oude baa suivant que ¢ croit de z a 


entre deux autres points de cette courbe. Conyenons, en nous pla- 
cant dans le cas de oti ¢ croit de za %, de dire de deux points de 
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(CG) que l'un précéde l'autre s'il correspond & une valeur de ¢ plus 
petite. 

Partageons l’are de courbe (CG), qui va de aa b, en n arcs par— 
tiels, limités respectivement aux points a, Z,, Z,, ---, 6 dont cha— 
cun précéede l'autre; il revient au méme de dire qu’entre ~ et (3 
on a inlercalé nm — 1 nombres croissants t), f,..., ¢,_, auxquels 
correspondent les nombres 2), 22,..., Z,.,- Considérons la somme 


S = (4 — a) f(r) + @ — 4%) f(&) +... + (6 — 2921) f En) 


ou %, &,..., S2 sont des points de Ja courbe (CG) respectivement 
intermédiaires aux points a et z, 2 et Z2,..., Z,_, et b, pouvant 
d’ailleurs coincider avec l’un ou lautre des points entre lesquels 
ils doivent se trouver : on peut dire aussi que les valeurs 71, 72,..., Tn 
de la variable 4, auxquels correspondent les points &%, &,..., & 
appartiennent respectivement aux intervalles (%, fi), (li, t),..., 
(t, 4, 2). Je vais établir la proposition suivante. 

Il existe un nombre [ tel que la différence I —S soit, en 
valeur absolue, moindre que tel nombre positif ¢ qu’on voudra, 
pourvu que la distance de deux points consécutifs dans la suite 
a, 24, 22,---, b soit moindre qu’un nombre positif convenablement 
choisi, d’aprés ¢ ou, ce qui revient au méme, pourvu que les inter- 
(az, ti), (ts, t2),+--, (4-1 6) soient suffisamment petits. C’est ce 
qu’on exprime briévement en disant que S a pour limite I quand, 
les points intermédiaires devenant infiniment nombreux, les dis- 
tances respectives entre les points consécutifs tendent vers o. 

La somme § peut en effet s’écrire 


S(t) — e(2) + i[b (ts) — 4 (2)] } Ig (es) + ih(s1)] + 
La partie réelle est égale a 


[e (ts) — @(@)] g (us) — [4 (4) — 9 (@)) ACs) + os 


on prévoit qu'elle est, lorsque les intervalles (%, ti), (4), t2),..., 
(4,4, (2) sont suffisamment petits, trés voisine de la quantité 


@ 8 
fi g(t) ¢! (t) dt — he h(t) W(t) dts 


je vais montrer qu’elle s’en approche autant qu’on le veut, pourvu 


« 
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que les intervalles partiels deviennent assez petits. Je raisonneral 
pour cela sur la somme 


== [¢ (4) — 2(2)} 9 (tu) + [9(4) — 9 (A)] 9 (®) ---- 


Supposons que  (¢) soit continue et ne change pas de signe dans 
Vintervalle (z, £); en sorle que la fonction o) ‘é) soit, par exemple, 
constamment croissante dans cet intervalle : l’équation (4 =u, 
définira alors f comme une fonction continue Y(t), croissante dans 
Vintervalle [g (a), 9(/3)]. Désignons par uo, wd, Ua,..., Un et par 
Vi, U2y-+-, Un les valeurs de wu qui correspondent aux valeurs 
& t, &,..., & et ti, t2,..., tr de la variable é; posons enfin 
g|z (w)| = 74); on pourra écrire 


ys 


E = 7(%1) (ay — wp) + y (2) (2 — wy) +... + (2p) (Un — Un—-1)3 
sous cette forme, il est clair que X est aussi voisin que l’on veut de 


Un r3 
y(u) du = | g(t) o' (t) dl, 
Uo /% 
pourvu que les intervalles uo, Uy), (Uy, U2),..., Way, Un OU, Ce qui 
revient au méme en raison de la continuité, les intervalles 
ty ly), (li bo),.e+s (tas, 5) Soient suffisamment petits; il est & peine 
utile de dire que l’égalité entre les deux intégrales résulte de la 
régle relative au changement de variable sous le signe | Si: hee 
conditions relatives 4 la fonction ¢'(¢ ne sont pas vérifiées pour 
Vintervalle (%, &), on décomposera: cet intervalle en intervalles 
partiels tels qu’ils soient vérifiés par chacun d’eux. Dés lors, 
comme le méme raisonnement s'appplique évidemment aux autres 
parties de S, la proposition est démontrée et l’on voit en outre que 
Yona 


AR 


4 
I= | O?O—AOY Oa 


a/ 
3 

+i] YOY) +A YD) de 
a 


e 


On emploie, pour représenter la quantité I, les symboles 


b 
(z) dz, / Ma) da. 
gb J (2) Het we 
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le second est destiné a rappeler le réle que joue la courbe (C). La 
premicre notation est toute pareille 4 celle des intégrales définies 
dans la théorie des fonctions d’une variable réelle; mais il ne faut 
pas oublier qu'elle n’a de sens que si l'on a défini la courbe (C) 
qui relie le point a au point b : on dit que Vintégrale est prise le 
long de celte courbe de a a 6; on la qualifie souvent d’inlégrale 
curviligne ; la courbe (C), qui va de a a b est le chemin @ intégra- 
tion. Lorsque ce chemin se réduit au vecteur qui va de a a b, l’in- 
tégrale est dite rectiligne. Les intégrales définies de la théorie des 
variables réelles peuvent étre regardées comme des intégrales 
rectilignes prises le long d’un vecteur situé sur l’axe réel. A ce 
méme type peuvent étre rattachées les expressions telles que 


3 
I, F (1) dt 


ou g, (2 sont des nombres réels et ou 
F(t) = © (t) + W(t) 


en une fonction imaginaire de la variable réelle ¢ et ou: Vintégrale 
définie a, par définition, la méme signification que 


6 8 
[ P(t) di +1 i, W (t) de, 
/ tt ie 


les intégrales définies ayant le sens de la théorie des fonctions 
réelles de variables réelles. C’est a ce type qu’appartient lexpres— 
sion méme de I. 

Si l’on considére l’intégrale 


f, 04% 


prise le long de la méme courbe (C), mais parcourue de b a a, 
c’est-a—dire la limite, sous des conditions que l'on a précisées plus 
haut, de la somme 


ee ete ee 
qui est égale 4 — X, en reprenant les notations antérieures, il est 
clair que l’on aura 


a b 
(2) a S() dz. 
Jb v7 


- 
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Plus généralement, on peut écrire 


foa+| foa+|] fid=o, 


en entendant que a, 6, ¢ sont trois points sur une méme courbe, 
correspondant aux valeurs 4%, B; 7 du parametre ¢ qui’ définit 
chaque point de la courbe, et que les trois intégrales correspondent 
aux valeurs de ¢ qui vont dex 4 3, de fay, deyaz. 


384. — La proposition qui suit est une extension évidente du 
premier théoreme de la moyenne : 

Soit, en conservant les notations du précédent numéro, M la 
plus grande valeur de | f(z) | quand < est un point de la courbe 
(C) qui vade aa b. On a évidemment 


BM] fa | | te ae a Py | Ms 


en désignant par ¢ la longueur de la courbe (C). On en conclut 


eb | 
; | 


: | f(2) dz | SMe. 


Cette inégalité subsiste a fortiori si M est la borne supérieure de 
f(z) dans l'ensemble (E), ou un nombre plus grand. 


385. — Ona souvent d considérer des intégrales / q(z) dz pri- 


ses le long d’une courbe fermée simple; dans le présent numéro, 
lorsqw il sera question d’une pareille intégrale, il devra étre entendu 
que la courbe est parcourue dans le sens direct, et c’est A ce sens 
de parcours que se rapporte lintégrale. 

Le lecteur est prié de se reporter aux n’* 340 et 343 ; seulement 
les liens du type -b que l’on considérait alors devront maintenant 
‘tre des courbes simples, au sens que l'on a donné a ce mot. 

Soit (IF) unecourbe fermée simple et (C) le continuum intérieur; 
je suppose la fonction g(z) continue dans le domaine (C) + (F). 
Décomposons ce domaine en deux autres (C,) + (F,, C,) + (PF) 
par une courbe simple qui joint deux points K,, K, de (F) et qui, 
sauf ces deux points, estinlérieure a (C) : (€,) et (G,) sont les con- 
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tinuums intérieurs aux courbes (F,), (F;); on aura 


| 9 (2) de-ss gerd | ae 
e/ (F) 


puisque, lorsqu’on parcourt be et (I*,) dans le sens direct on se 
trouve parcourir (I*) dans le sens direct et, en outre, la courbe qui 
joint les deux points Kk, et K, deux fois, une fois dans un sens, 
une fois dans le sens opposé, en sorte que les parties des deux in- 
tégrales du second membre qui correspondent a cette courbe se 


détruisent manifestement. 

Plus généralement. en procédant par dichotomie, on peut dé- 
composer le domaine (C) + (I) en m domaines (c,) + (f,), 
eI fala .- 20 (Cx) fn), OW (0, ) (Ca hres, (Em) sont les conte 
nuums intérieurs aux courbes simples (/,), (f,), ---, (fin); ona 
alors 


| g (Zz) des ale de+ fa z)dz+. +f 90 (z) 
< F) un) fos) 


Le lecteur ne peut manquer de reconnaitre que ce qu’on a dit au 
n° 343 de l’ordre d'un point, par rapport a (F), (f,), -.., (fn) 
s’applique maintenant aux intégrales. 

La notion d’intlégrale prise entre des limites imaginaires et les 
théoremes fondamentaux qui sy rapportent sont dis 4 Cauchy. 
Jusquici, on n’a supposé que la continuité sur la fonction qui fi- 
gure sous le signe | ; c’est en particularisant la nature de cette 


fonction, en supposant qu’elle a une dérivée, qu’on parviendra aux 


résultats les plus intéressants. 


386. — Reprenons les notations du n° 383. La valeur de |’in- 


[soe 


prise le long de la courbe (C) qui joint les deux points a, b, et qui 
est contenue dans l'ensemble (E), oti la fonction f(z) est continue, 
dépend en général de la courbe (CG); on montrera bientét que, 
lorsque la fonction f(z) a une dérivée dans l'ensemble (E) et sous 


tégrale 
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d'autres conditions qui seront précisées, cette intégrale ne dépend 
que des points limites a et b. Pour le moment, je veux me borner 
4 démontrer que, dans le cas oti Ja fonction f(z) est, pour tous les 
points de (Bj, ladérivée de la fonction F (z), continue en tout point 
de (E) comme f(z), ona 


b 
| f(2) =F (b) — F(a). 


Si l’on pose en effet, comme au n° 380, 
F [9 (t) + wy ()] = Pf) + VF (2), 
on voit, en raison de la formule du n° 383 


Ar 


Ab 8 ? 
| floyde= f fae ANY Oaeré | © [9H LO)at 


x 


et des formules, établies au n° 380, 


que l’ona 
ab re “8 
fade J e(Od-+i |” V"Od—=9(8) —2@)-+i[¥@Q—VE) 


= F (b) — F(a). 


Dans ces conditions, l’intégrale nedépend évidemment que des points 
a, b; elle est nulle en particulier si, les points a, 6 coincidant, la 
courbe (C) est fermée. 

Réciproquement, si la fonction f(z) est continue en tout point 
dun continuum (E) et si, quels que soient les points a, z de ce 
continuum, l'intégrale curviligne 


| fed 

ev 

ne dépend pas de la courbe (CG) qui relie le point a au point b 
[sans sortir de (E)], cette intégrale définira dans l'ensemble une 
fonction de z dont la dérivée, en chaque point z du continuum, 
sera égale a f(z). 
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Considérons en effet un point z, du continuum ; en vertu de la 
continuité, on peut faire correspondre au nombre oaititie é, Sl petit 
qu il soit, un nombre positif 4 tel, d’une part, que tous les points z 
qui satisfont 4 la condition | z — z, | < 4 appartiennent au con- 
tinuum et, d’autre part, que i’on ait, sous cette derniére condition, 


LE) Fite) aes 


Soit maintenant z, un point qui satisfait 4 la condition 
|.z, —Z | <7; il faut montrer que l’on a 
die f() ) dz ality, fad 
sue eg CAE 


les intégrales curvilignes sont définies au moyen de courbes quel- 
conques situées dans le continuum et reliant le point a aux points 
2, et 2, ; pulsque, par hypothése, ces intégrales ne dépendent pas 
de ces courbes, rien n’empéche de supposer que la courbe qui relie 
aa z, est formée, d'une part, de la courbe qui relie a a zp et, 
d’autre part, du vecteur qui va de z) a z,, lequel est entiérement 
contenu dans le continuum; Je numérateur dela fraction dont il 
faut obtenir la limite est alors égal 4 Vintégrale 


[foe 


prise le long du vecteur considéré ; celle-ci peut s’écrire 


fi teoe+ [te Seo) te 


la premieére intégrale est égale a (z, — Zo) f(z») ; quanta la seconde 
elle est moindre en valeur absolue que | z, — 2, | ¢; on a donc 


{« a ) dz 


re ee 


aa a0) 1 


sous la condition | z,;— 2 | <a; la proposition énoncée est dé- 
montrée. 


hoh INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 


Le théoréme dont on vient d’établir la réciproque, permet d’ob- 
tenir sans difficulté la valeur de l’intégrale curviligne 


f[ foe 


quand on connait une fonction primitive F (z) de f(z); mais il ne 
faut pas oublier que la courbe d’intégration doit appartenir a l’en- 
semble (K). 


387. — Il n'y a aucune difficulté si la fonction f(z) est une 
fonction entiére, transcendante ou non; il en sera de méme de la 
fonction F(z). Il n’y aura pas non plus de difficulte si la fonction 
F(z) [et par conséquent la fonction f(z)| est une fonction méro- 
morphe; la courbe qui va de a a b est seulement assujettie a ne 
passer par aucun des poles de la fonction f(z), qui sont aussi les 
poles de la fonction F (z) ; ainsi on pourra écrire 


ah dgfratesa Se Laree Sag 
Meee Zo — b zy — a’ 


pourvu que la courbe d’intégration ne passe pas, dans le premier 
. . Tv 
cas, par le point z, et, dans le second, par un des points (2n-+-1) a 


Considérons maintenant l'intégrale 


Il faut, tout d’abord, que la courbe d’intégration ne passe pas par 
le point o. Si, maintenant, cette courbe est intérieure 4 un domaine 
simple, ne contenant pas le point 0, ot l’on a défini log z comme 
une fonction continue de z, on aura 


x 


Ae 
| — == log b — loga. 


J/fl 


La partie réelle du second membre est le logarithme naturel du 
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rapport 
du point 0 au point a, dont le second cété va du point o au point 
b, angle défini au moven d’un lien qui va de a 4 6 sans sortir du 


b a . . ; . Agr 
; | ; le coefficient de i est | angle dont le premier cété va 


domaine. 
On peut aussi se servir de la définition du logarithme principa 


de z au moyen de la coupure qui va sur l’axe négatif, deo &’— 0. 
On suppose essentiellement que la courbe d’intégration ne passe 
pas par le point 0; si, en outre, elle ne traverse pas la coupure, 


od 
J = lg b — Iga. 


Supposons maintenant que la courbe d’intégration traverse la 
coupure une seule fois, par exemple de bas en haut, comme dans 
la figure : désignons par m, m’ les deux points, confondus en 


on aura 


io] 


Fig. 41. 


réalité, situés l'un sur le bord inférieur, l’autre sur le bord supé- 
rieur ou la courbe traverse la coupure ; on pourra écrire 


Wee iE dz ice 
EE ee == bee 
Nines rer 063) 


5 T 
=lgm—lga+lgb—-lgm 
=lgb —lga—ani, 
ainsi qu'il résulte des explications données au n° 366 ; si la cou-— 
pure était traversée une seule fois, de haut en bas, on aurait au 


contraire 


bia 
[Sat Igo + ani 
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dune fagon générale, si le chemin d’intégration traverse la coupure 
n fois de bas en haut et p fois de haut en bas, on aura 


b 
Hf ss =Igb — lga + 2(p — n) Tl ; 


on voit que toutes les valeurs que peut acquérir le premier membre 
différent entre elles de multiples de 2 7. 


En particulier, on aura 


bi 
Z F 
{h —- = lgx + 2mii. 
Pa 


m étant un nombre entier dont la valeur dépend du nombre de fois 
que le chemin d’intégration traverse la coupure : m est nul quand 
le chemin ne traverse pas la coupure. 

Considérons encore l’intégrale 


i de 
(C) ? 


prise le long d’une courbe fermée simple (C). Cette intégrale sera 
nulle si le point o est extérieur 4 la courbe (C) ; elle sera au con- 
traire égale 4 2m ou A — 27 suivant que la courbe (C), regardée 
comme le contour de la région du plan qui lui est intérieur. est 
parcourue dans le sens direct ou dans le sens indirect. Ces résul— 
tats que le lecteur reconnaitra sans peine, dans toute leur généra- 
lité, en se reportant & ce qu’on a dit sur la définition du logari- 
thme au moyen d’un angle, apparaissent immédiatement, sur la 
figure, lorsque la courbe (C) ne traverse pas la coupure, ou la 
traverse une fois, le point o lui étant intérieur. 


Le cas d’une intégrale de la forme 


se raméne au précédent par un changement de variable insigni- 
fiant; on n’aura pas de peine & calculer la valeur de cette inté- 


grale le long d'un chemin donné quelconque ne passant pas par 
le pole @. 
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La méthode de décomposition en fractions simples permettra 
ensuite de calculer la valeur d'une intégrale du type 


i R (z)dz 


ou R (z) est une fonction rationnnelle et ot le chemin d’intégration 
ne passe par aucun des poles de cette fonction. 


388. — Cette méthode s'appliquera en particulier 4 l’intégrale 


ards } 
Pd a ee ca 


mais on peut aussi se servir de la fonction arc tg z telle qu’on I’a 
définie (n° 374) au moyen de deux coupures allant sur l’axe ima- 


ginaire, l'une du point 7 a linfini vers le 
haut, l'autre du point —7al'infini vers 
le bas. Je rappelle que la partie réelle de 
cette fonction est toujours comprise entre 


Tv ors 
a= = Gar Se 
2 2 


Si le chemin d'intégration qui, bien 
entendu, ne doit jamais passer ni par le 
point 7 mi par le point —z, ne traverse 
aucune des coupures, on aura 


b 
dz 

{ —— = arc tg b — arc tga. 

a 


I ++ 2 
Supposons que le chemin d’intégration, 
par exemple, traverse de droite a gauche, 
de m vers m’, la coupure du bas, puts de 
gauche A droite, de n’ vers n, la coupure 
du haut ; les points m, m’ d’autre part, 
net nde l'autre ne sont distincts que parce qu’ils appartiennent a 


des bords opposés; on aura 


rb m n’ b 
dz 
| eee ee {- 
a ! igs a m n 


= arc tg m — arc tg a + arc tg n' — arc tg m' + arc tg b —arc tg n_ 


Fig. 46. 


ad 


ho8& INTRODUCTION A LA THEORIE DES FONCTIONS 
et, d’ailleurs, 
arc tg m—arctgm’—7, arc tg n’ — arc tgn==— 2: 


on a donc finalement 


fi dz 
——, = arc tg b — arc tg a. 
Je Ee 


D’une fagon générale, on aura 


x 
dz 
a Ane tg x2 + nt, 
a We 


n étant un entier qui représente la différence entre le nombre de 
fois ou Jes coupures sont traversées de droite a gauche et le 
nombre de fois ou elles sont traversées de gauche a droite. Bien 
entendu le chemin d’intégration ne doit passer ni par le point J, 
ni par le point — 1. 


389. — Considérons maintenant l’intégrale 


Hy de 
a Vt — 2 


ou le chemin d’intégration ne doit passer ni par le point 1 ni par 
le point — 1. Cet exemple diflére des précédents en ce que la va- 


2 


x 


leur de Ja quantité yr qui figure sous le signe | a besoin 
d’étre définie pour que lintégrale ait un sens : on la définit au 
moyen du chemin d’intégration ; on le fait en attribuant a la fonc- 
tion ¥1 — z? une valeur déterminée en un des points du chemin 
diniégration, 4 Vorigine a de ce chemin, par exemple, et en lui 
imposant la condition d’étre continue le long du chemin. Pour 
éviter toute confusion je représenterai par (¥/1 — 22) la détermina- 
tion du radical ainsi précisée et l’intégrale définie par 


Considérons comme aux n°* 344 et 372 les deux coupures qui 
vont, le long de l'axe réel de 1 4+ wet de — 1A — w et adop- 
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tons pour /1 — a? la valeur de la racine carrée pour laquelle la 
parle réelle est positive, si le point a nest pas sur une coupure 
et, si a est sur le bord de l’une des coupures, la valeur précisée 
d’apres les régles du n° 344. Les fonctions /1 — 2, arc sin z ont 
été definies aux n® 341, 372 dans tout le plan et sur les bords des 
coupures, a l’exception, pour la seconde, des points + 1 et —1; 
elles sont continues dans le plan coupé, au sens qui a été expliqué; 


la premiére est continue et, au point a prend la valeur prescrite 
I 


V1 — 2° 

la signification que l’on a dite. Si, par conséquent, le chemin 
o 

d'intégration ne traverse pas de coupure, on a tout le long du 

chemin d'intégration (1 — 2?) = /1 — 2? et, par suile, 


pour V1 — a®; la dérivée de la seconde est OU A Tae = 2end 


t 


ea 
| == Sale sin) “are sina. 
b Ce — 27) 
Supposons maintenant que le chemin dintégration traverse, par 
fs 
exemple, la coupure de gauche de bas en haut, de m vers m’; les 
deux points met m’ ne sont distincls que parce qu’ils appartiennent 
a des bords distincts; le long du chemin d’intégration on a, de a@ 


oo- 


m, 


Wi—®) =i — 2, 


mais de m 4 6 on aura (341) 


(Vi Si ek eee 


on aura donc 


b 


dz Ae dz | ’ dz 
Ja (Vi— 2) Ja (Vt — 2) Um’ (V1 — 2?) 


Pe dz er 
=o a Vi pears m’ Vile ee 


. . : , aes ns 
= arc s1n m — arc sin ad — arc $10 b + arcsin m 5 


mais ona 


arc sin m + arc sin m = —7z 


on aura donc finalement 


e dz ; 4 
if —____ —= —_ gt — arc sin a — arc sin 0. 
Ja (v1 = Zz) 
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D’une facon plus générale, si le chemin d’intégration traverse 
une coupure et une seule, de haut en bas ou de bas en haut, on 
aura 


b 
[ ee — + x — arc sin a — arc sin J, 
ee} (V i a) 
en prenant le signe + ou le signe — suivant que la coupure tra- 
versée est la coupure de droite ou Ja coupure de gauche. 
Supposons maintenant qu’il y ait deux traversées et deux seule- 
ment : si l’on traverse deux fois la méme coupure on aura 


b 
dz : 2 
SS == are sin 6 —are sim ay; 
e/ fl ( 


b da 
if = Are sin, > — ate sin a == 2 1. 
a y } 


en prenant le signe + ou le signe — suivant que la premiére cou- 
pure traversée est la coupure de droite ou celle de gauche. 

Le lecteur n’aura aucune peine 4 reconnaitre quels chemins 
dintégralion il convient d’adopter pour lintégrale 


ou Von suppose que (\V/1 — 2?) est égal A 1 pour z =o, afin d’obte- 
nir les diverses valeurs comprises dans les formules 


(2n + 1) —arcsing, ann + arcsina, 


valeurs qui sont les diverses solutions de l'équation en y 
ain y ==. 
390. — Considérons un ensemble parfait (I) ; suapposons que les 


fonctions f(z), (n= 1, 2, 3, ...) soient continues dans cet en- 
semble, que la série 


(Vf) fil) + fp@i se + fa) + «.. 
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y soit uniformément convergente et que la courbe (C) définie par 
les formules 


z= e(t)+iv(), «<t<8, 


y soit contenue; je désignerai par F(z) la somme de la série, par 
Sn(z) la somme de ses n premiers termes et par R,(z) Je reste 
correspondant. 

Les fonctions f(z), F(z), R,(z) deviennent des fonctions de la 
variable réelle ¢, continues dans l’intervalle (z, 8) quand on y rem- 
place z par o(t) 4- w(t). 

En désignant par a et b les points de la courbe (C) qui corres - 
pondent aux valeurs @, 6 du paramétre, et en supposant toutes les 
intégrales prises le long de la courbe (C), ona 


[roe = [ pioee Dee oes +f 40 eo 


Soit en effet ¢ un nombre positif quelconque ; a ce nombre cor- 
respond un entier p tel que l’on ait |Ri(z)| << ¢, pour tous les 
points de (KE) et, par conséquent pour tous les points de (C), sous 
la condition n = p. Ona dailleurs 


Hh F(z) dz =| Dats) dz +f, R,,(z) dz, 


et par conséquent, sous la condition n = p, 


| i, "Fg)de = ip Cae i fede. — [flere | 


| ab 
= | | R,,(2) dz 


<< te 


— ’ 


en désignant par ¢ la longueur de la courbe (C). La proposition 
est démontrée, puisque < peut ¢étre pris ausssi petit qu’on le veut. 

Un cas qui se présente assez fréquemment est celui ot il y a une 
série convergente 4 termes positifs ou nuls 


(2) A i ee i In 
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tels que l’on ait, pour toutes les valeurs naturelles de n et pour 
tous les points de E, 


Lfn(z)! SX, 


la série ( f) est alors absolument et uniformément convergente et 
son reste est en valeur absolue, moindre que le reste correspondant 
de la série (~) (n° 483). 

Supposons par exemple que la série entidre en z 


F(z) =a + ayz+... + a2” +... 


soit absolument convergente pour z = A, A étant un nombre posi- 
tif qui sera inférieur ou égal au rayon de convergence de la série; 
il en sera de méme de la série 


+ 


An4+1 + Ante2 + . 


Prenons pour l'ensemble (E) et pour la courbe (C) le cercle de 
centre o et de rayon A; on supposera ce cercle décrit dans le sens 
direct. Le théoreme relatif & l'intégration s’applique évidemment, 
en vertu de la remarque qu’on vient de faire; les intégrales des 
différents termes du second membre, prises le long du cercle (C) 
sont toutes nulles, sauf l’intégrale 


[oa 
/ (C) ~ 


qui est égal 4 2 77a,, comme on l’a vu au n° 385. On a done 


Se er. 
(1) ay — re Sogo dz. 


Soit M la borne supérieure de la valeur absolue de F(z) pour les 
points z situés sur le cercle C, ou un nombre plus grand ; la 


F (2) 


q Sede , M 
valeur absolue de ati Sera inférieure ou égale a ieee la longueur 


de cercle est 277A; on a donc 


») sade 


a 
w 
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Il convient de rapprocher cette importante inégalité de la proposi- 
tion, due & Abel, en vertu de laquelle la série F (z) est convergente 
pour |z| < A’ sil’ona, quelque soit n, 

| an | = on ) 
en désignant par A’ et M’ des nombres positifs fixes (n° 342). 

L’inégalité (2) met en éviderice la proposition suivante : 

Une fonction entiére (transcendante ou non) ne peut étre bor- 
née dans tout le plan sans se réduire 4 une constante : 

Supposons en effet que la série I (z) soit convergente, quel que 
soit z; on pourra alors prendre A aussi grand qu’on le veut: si la 
somme F (z) de cette série devait rester, quel que fit z, inférieure 
en valeur absolue 4 un nombre posilif fixe, on pourrait prendre ce 
nombre pour M et Vinégalité (2) montrerait que | a,|, lorsque n 
est plus grand que 0, peut étre supposé aussi petit qu’on veut. 
Tous les coefficients de la série ( f') sont donc nuls, sauf ap. 


3941. — Il est bien clair, d’aprés la définition du n° 383, qu’une 


af ec 


dépend en général du chemin d’intégration ; toutefois on a vu, dés 
le numéro suivant, que si la fonction f(z) est Ja dérivée d’une 
fonction F(z), dans un continuum (E) complété ou non par sa 
frontiére auquel appartient le chemin d’intégration, on a 


intégrale 


b 
ch fi @dg=— i (b) > F(a), 


en sorte que le premier membre est indépendant du chemin d’inté- 
eration, pourvu que ce chemin reste dans (I). Dans les exemples 
traités ensuite et qui concernent les intégrales 


i dz des Se 
eee eae Cama ee 


on remarque que l’ensemble (EK) peut étre conslitué par un do- 
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maine simple ne contenant pas, suivant les cas, le point o, lun 
ou l’autre des points = 7, l’un ou l’autre des points + 1. 

On peut se demander si, une fonction f(z) étant donnée, on peut 
lui attacher ainsi un ensemble (E) tel que l’intégrale 


[foe 


ne dépende pas du chemin d'intégration qui relie aa b. 

Considérons deux chemins allant de a a b tels que les valeurs 
correspondantes de l'intégrale soient égales; il est clair que la 
valeur de l’intégrale prise le long du premier chemin de a a b, 
augmentée de la valeur de l'intégrale prise le long du second 
chemin, parcouru de 6 4 a, donnera un résultat nul; réciproque— 
ment, s'il en est ainsi, les deux intégrales prises de a ab sont 
égales ; le probleme posé revient donc a la détermination d'un en- 
semble (KH) telle que lintégrale | f(z dz prise le long d'une courbe 
fermée appartenant a (E) soit toujours nulle. Un théoréme capital, 
dai a Cauchy, répond a cette question. Il fera objet des n° 392, 
393, 394. 


392. — Soient (D) un domaine simple et (C) la courbe fermée 
simple qui en est la frontiére. Soit f(z) une fonction de z admet- 
tant une dérivée f"(z) pour chaque point z de (D). L’intégrale 


qui est prise le long de la courbe (C), est nulle. 

Sauf avis contraire, dans le présent numéro et les suivants, je 
supposerai, sur les intégrales de cette sorte, que les courbes 
fermées simples auxquelles elles se rapportent sont décrites dans 
le sens direct. 

Soit aun point quelconque de (D) ; la fonction 


définie, tant que z est un point de D, différant de a, a pour limite 
Le , , \ 
J’ (a) quand z s’aproche de a en restant dans (Die 


’ 
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Considérons la fonction 


(1) 0 (z, a) ah) aa L(@) f (a); 


rc aan D 


si nous lui attribuons la valeur o pour z =a, elle sera définie. 
pour toutes les valeurs de z et de a qui appartiennent A (D) ; consi- 
dérée comme une fonction de z, elle est continue dans ce do- 
maine. 

On a d/ailleurs 


et, par suite, 


2 Ff) dz 46 [ f(a) ap (z — a) f'(a)]-dz 


(C) ) 
+ [ O(z, a) (z —a)dz; 
J (C) 


la premiére intégrale du second membre est évidemment nulle, 
puisque c’est Ja différence des valeurs que prend le polynome en z 


(z — a) f(a) + pil (a), 


2 


pour deux valeurs égales de z; tout revient donc a l'étude de l’in- 


ri 0(z, a) (z — a)dz; 
(C) 


on pourra profiter, pour cela, de l'indétermination du point a qui 


tégrale 


est seulement assujetti 4 faire partie du domaine (D). Observons 
en passant que la valeur absolue du produit Bia, a) (z— a) qui 
figure sous la signe | peut étre pelite en raison de la petitesse en 
valeur absolue soit ‘du premier facteur, soit du second et que, si 
tous les points z de (C) sont trés voisins de a, en sorte que z — a 
soit tres pelit, en valeur absolue, pour tous ces points, il en.sera 
de méme de 9(z, a), puisque la fonction G(z, a) est continue pour 
z=aet quel’onaG(a, a) =o. 
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393. — Pour établir que l’intégrale 


[foe 


est nulle, le procédé consiste 4 décomposer ce domaine (D), dont 
la courbe (C) est la fronti¢re, en deux ou plusieurs autres domaines 
simples; l'inlégrale proposée est la somme d’intégrales analogues 
relatives aux fronlicres du domaine partiel (n° 384). Cela permet 
d’abord de simplifier un peu le probleme : Si l'on parvient a une 
décomposition dans laquelle les intégrales relatives aux contours 
du domaine partiel soient nulles, on aura évidemment démontré 
que l'intégrale proposée est nulle. 

On a vu au n° 344 comment en introduisant des segments de 
droites paralleles 4 l’axe des ordonnées, on pouvait effectuer une 
série de décompositions qui finissait par aboulir a ces figures que 
lon a appelées alors des trapézes; je conser- 
verai cette dénomination ; il est bien clair 
d’apres cela que la proposition a démontrer 
sera elleclivement démontrée si on l’établit 
quand le domaine (D> est un trapeze. Ce tra- 
peze peut étre décomposé lui-méme en trapézes 
soit par des paralléles 4 l’axe des ordonnées, 


soil par des paralléles a axe des abscisses. 
Le lecteur ne peut manquer de reconnaitre 
ri ee: qu il sulfit de démontrer la proposition dans 
le cas d'un trapeze tel que la figure AA’B'B 
ot les deux cdtés AA’, BB’ sont paralleles & Vaxe des ordonnées, 
ou. le cdté AB est paralléle a Vaxe des abscisses, ot enfin le cdté 
A‘B’ est un arc élémentaire (n° 320) dans lequel lordonnée reste 
constante, ou bien varie toujours dans le méme sens quand l’abs— 
cisse augmente ; Je m’occuperai d’abord du premier cas, dans 
lequel le domaine (D) est un rectangle (Ro) dont les cdtés sont 
parallcles aux axes. 

Le mode de démonstration va consister & décomposer le rec 
tangle (R) en rectangles plus petits par des paralléles aux axes ct 
de démontrer que la somme des intégrales | J 2) dz ellectuée pour 


le contour de chacan des petits rectangles, somme qui est égale 
A lintégrale prise le long du contour de R), peut étre rendue 
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a 


aussi petite qu’on le veut. D’ailleurs aux intégrales { [27 a2) 


pour chaque rectangle partiel, on substituera (n° 392) une inté- 
grale du type 


ou a est un point appartenant au rectangle partiel, choisi afin de 
rendre tres petite l’intégrale considérée. 

On va montrer en eflet que, si l’on se donne un nombre positif ¢ 
arbitrairement pelit, on peut décomposer ‘R) en rectangles partiels 
de sorte quil y ait, pour chacun d’eux, un point a lui apparte- 
nant et tel qu'on ait pour chaque point z du contour, 


o(2, a) |e: 


) 


Pour abréger le langage, je dirai d’un rectangle (r) dont tous 
les points appartiennent a (R) qu’il est du type S(e) sil y a un 
point a appartenant a ce rectangle (1) et tel que V'inégalité précé— 
dente soit vérifiée pour tous les points de son contour; sil n’existe 
pas de tel point a, je dirai au contraire du rectangle ‘r) qu il est 
du type T (<) : dans ce dernier cas, quel que soit le point a appar- 
tenant au rectangle (r), il y a, sur le contour de ce rectangle, au 
moins un point z pour lequel on a | 9(z, a) | ><. 

Si (R) nest pas lui-méme du type S(¢), décomposons-le en 
quatre rectangles par des paralléles a ses cotés menés par le centre. 
— Dans la suite, quand on parlera de la décomposiltion d’un rec- 
tangle en quatre, on supposera la décomposition effectuée de cette 
méme facon. — Cette premiére décomposition effectuée, si, parmi 
les rectangles partiels, il y en a qui soient du type S(¢), on les 
laissera de cété, pour n’y plus toucher: les autres rectangles par- 
tiels sont du type T(¢); désignons par (R,) l'ensemble des points 
qui leur appartiennent et supposons qu’on décompose chacun 
d’eux en quatre. Si, parmi Jes nouveaux rectangles partiels, il y 
ena qui soient du type S(<), on les laissera de cdté, pour n’y plus 
toucher ; les autres nouveaux rectangles partiels sont du type T (< ; 
désignons par (R,) l'ensemble des points qui leur appartiennent et 
supposons qu’on décompose chacun deux en quatre. Si, parmi 
les nouveaux rectangles partiels, il y en a qui soient du type S (@), 
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on les laissera de cété, pour n’y plus toucher ; les autres nouveaux 
rectangles partiels sont du type T(<) ; désignons par (R, l’ensem- 
ble des points qui leur appartiennent, etc... 

L’ensemble parfait (R,) est formé par la réunion de rectangles 
égaux, dont les cdtés sont les moitiés des cotés du rectangle (R). 
... L’ensemble parfait (R,,) est formé par la réunion de rectangles 
dont les cétés s’obtiennent en divisant par 2" les cétés du rectan- 
ele (R). Chaque point de (Ry) appartient a l'un de ces petits rec- 
tangles. 

Mon but est d’établir que les opérations se terminent, qu’au 


bout d’un nombre fini de décompositions, il ne restera plus que 
des rectangles du type S{¢), & savoir ces rectangles, en général 
inégaux, qu’on a laissés de coté 4 chaque opération ; il faut prou- 
ver que leur ensemble finit par recouvrir (R) tout entier. 

Supposons, en effet, pour parvenir 4 une contradiction, que les 
opérations ne se terminent pas, qu'il y ait toujours des rectangles 
du type T(¢), quelque loin que l'on pousse les décompositions. 
Alors la suite d’ensembles parfaits 


(Ry (Rl Cals, ory: ale. se 


sera infinie ; chacun de ces ensembles est contenu dans ceux qui le 
précédent: il y a donc (n* 456, 283) au moins un point & qui 
appartient a tous ces ensembles. Ce point hk, d’aprés ce qu’on vient 
de dire, appartient 4 un rectangle (r), du type T <), dont les di- 
mensions peuvent ¢tre supposées aussi petites qu’on le veut, en 
sorte que l’on a pour quelque point z du contour de ce rectangle 


| O(z, k).| es 


mais, en vertu de la continuilé de la fonction 9(z, k) au point k, 
on peut au nombre ¢ faire correspondre un nombre positif 7 tel 


que l’on ait 
| 0 (z, k) | —— | 0 (z, I) — 0 (k, kr) | al 5 


pourvu que z appartienne 4 (R) et que la distance des deux points 
> et k soit moindre que 4: or il y a évidemment contradiction 
entre les deux inégalités précédentes si les dimensions du rectan— 
gle (r) sont assez petites pour que la distance de deux points quel- 


conques de ce rectangle soit moindre que 7. 
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oy 


La proposition est donc démontrée (a) 

Supposons donc effectuée la décomposition de (R) en m rec- 
tangles du type S(z), comme on l’a expliqué; tous ces rectangles 
sont semblables et l’on peut, en désignant par p et q. les cotés du 
rectangle (R), représenter par Mp, dq les cdtés de Pun quelconque 
‘(r) des rectangles partiels ; on aura. en choisissant; parmiles points 
qui appartiennent a (r) le point a de maniére que l'on ait 


[ 6(z, ay} <= 
pour tous les pomts z du contour de (r), et en supposant que V’in- 


tégrale soit prise le long de ce contour 


| 8(z, a) (z — a) dz | < ade yp? + g? (p+ q), 


ey | 


puisque 2A(p + q) est la longueur du chemin d’intégration et que 
la plus grande distance de deux points du rectangle est évidem- 
ment yp? + q?; le second membre de l’inégalité précédente, en po- 
sant pour abréger, 


_ 2p ir Ge 
Pq 


est manifestement égal au produit par mz delaire du rectangle (r); 


m 


la somme des intégrales 


ic a) (z — a) dz 


relatives aux différents rectangles partiels qui figurent dans la dé- 
composition sera donc moindre, en valeur absolue, que le produit 
par me de l’aire pq du rectangle (R); on aura donc finalement 


a) 


f se) « | < mepy, 


ev 


(1) Il n’est peut-étre pas inutile d’observer qu’on aurait pu commencer par 
décomposer le rectangle (R) en rectangles de dimensions aussi petites qu'on 
voudrait, puis traiter ceux des rectangles partiels qui sontdu type T (2) comme 
ona fait le rectangle (R). Par conséquent on peut décomposer le rectangle (R) 
en un nombre fini de rectangles du type S (2), et de dimensions aussi petites 


qu’on le veut. 


= 
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Vintégrale étant prise maintenant le long du contour du rectangle 
(R); comme le second membre peut étre supposé aussi petit qu’on 
le veut, on a finalement 


iio dz =o. 


Il reste 4 démontrer la proposition quand le domaine (D) est un 
trapeze tel que ABB'A’ dans lequel le cété AB est paralléle 4 axe 
des abscisses et les ctés AA’, BB’ paralléles 4 l’axe des ordonnées, 
dans lequel enfin A’B’ est un arc élémentaire de courbe ; je suppo- 
serai que, pour cet arc, l’ordonnée croisse en méme temps que l’abs- 
cisse. En menant par le point le plus bas A’ une parallele 4 l'axe 

des ordonnées jusqu’a la rencontre en ie avec 
B’ Je cété BB’, on décompose le trapeze en un 

rectangle AA‘GB et une sorte de triangle 

ABE ; Pintégrale prise le long du trapéze est 
ey , €gale & la somme de I’intégrale prise le long 
du rectangle, qui est nulle, et de l’intégrale 
A C 3 prise le long du triangle; tout revient donc a 
~ démontrer que cetle derniére intégrale est 
nulle. Pour cela je ferai subir au triangle une 
opération que je désignerai sous le nom de 
réduction 4 deux triangles ; elle consiste a 


mener d’abord par le milieu G du cdté A’B 


Fig. Bo. une paralléle CC’ a l'axe des ordonnées, jus— 

qua la courbe, de maniére a décomposer le 
triangle en un triangle plus petit A’CC’ et en un trapeze CSB'C, 
que l’on décompose, comme on a fait pour le trapeze primitif en 
un rectangle C/yC’ et un triangle C’yB’ ; Vintégrale prise le long 
du triangle A’GB' est égale 4 la somme des intégrales prises le long 
des triangles A’CC', C'yB': c’est la substitution de ces deux trian. 
gles au triangle A’6B' que je désigne sous le nom de réduction de 
ce dernier triangle. On procédera ensuite comme on a fait pour le 
rectangle. On dira d’un triangle qu'il est du type S (¢) ou du type 
T (¢) suivant qu il existera, ou non, un point a intérieur au trian- 
gle ou situé sur l’un de ses cétés tel que l'on ait pour tous les 


points z du contour du triangle 


|, al <e, 
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et loa montrera qu’on parvient, au moyen d’un nombre fini de 
réductions, &’ une suite de triangles qui sont tous du type S(é); 
pour chacun de ces triangles la distance des points z et a reste in- 
férieure a la distance maximum / de deux points du triangle A‘B! ; 
la somme des périmétres des triangles auxquels on aboutit est égale 
au périmetre L du triangle A'EB' ; on en conclut que la somme des 


iP 0(z, a) (2 — a) de 


effectuées le long des divers triangles ou, ce qui revient au méme, 


fie 


eflectuée le long du trapéze primitif, est inférieure ou égale en va- 
leur absolue a /Le. Il en résulte qu'elle est nulle. Le théoréme de 


intégrales 


lVintégrale 


Cauchy est entiérement démontré. 

La démonstration précédente, qui est due 4 M. Goursat, est trés 
intéressante en ce qu’elle ne fait intervenir aucune autre hypothése 
relative 4la fonction f(z) que Vexistence de sa dérivée en tout 
point du domaine simple (D). Cette hypothese interviendra done 
seule dans les conséquences immédiates du théoréme de Cauchy : 
parmi ces conséquences vont figurer l’existence et la continuité de 
toutes les dérivées, puis la régularité de la fonction, en tout point 
intérieur au domaine (D) : ces affirmations suffisent a faire prévoir 
le caractére fondamental du théoréme, qui joue vraiment le roéle 
d’un principe. Avant d’établir ces conséquences, il convient d’ex- 
poser une généralisation du théoréme, qui est immeédiate. 


394. — Au lieu d’un domaine simple. considérons un domaine 

n + 1 fois connexe que nous continuerons de désigner par (D): 

je suppose (n° 342) qu'il soit Vensemble des points qui appartien- 

: : : 2 

nent 4 une courbe fermée simple (F), de ceux qui appartiennent a 

m courbes fermées simples (F’), (F"), ..., [P| intérienres a (F), 

et extérieures deux 4 deux Jes unes aux autres, enfin des points 

extérieurs & ces derniéres courbes et intérieurs a (I); désignons 

par (H) l'ensemble des n-+ 1 courbes qui constituent la fron- 
Ss Ne 
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tigre du domaine; je rappelle que la frontiére IH) est parcourue 
dans le sens direct quand la courbe (F) est parcourue dans le sens 
direct et les courbes (F’), (F"), ..., |F”] dans le sens indirect. 

Soit maintenant f(z) une fonction de la variable z qui admette 
une dérivée en tout point du domaine (D), l’intégrale 


a)? dz 


prise le long du contour (H) décrit dans le sens direct, c’est-a- 
dire la différence entre Vintégrale / f=) dz prise le long de la 
courbe (I*) décrite dans le sens direct et les sommes des intégrales 
Sf dz prises le long des courbes (F’), (F"), ..., [F™] décrites 
dans le sens direct, est nulle. 

UJ suffit, pour le voir, de décomposer, comme au n° 342, le do- 
maine (D) en deux somite simples au moyen de n+ 1 cour- 
bes simples, d’appliquer le théoréme précédemment démontré aux 

ples, d appliq I 
contours de ces deux domaines simples et d’ajouter les résultats 
obtenus ; dans la somme nulle d’intégrales que l’on obtient ainsi, 


les parties relatives aux n + 1 courbes simples que l’on a intro- 
duites se détruisent et il reste ae 


"fle ) dz, 


(H) 


qui, par conséquent, est nulle. 


395, — Considérons, en conservant les mémes notations, une 
fonction f(z) qui admette une dérivée dans le domaine (D), sim- 
plement ou plusieurs fois connexe, dont la frontiére est (H) ; soit 
un point intérieur 4 ce domaine, on aura 


(1) f@=2) 272. 


(y2— = 
ot il est entendu que la frontiére (H) doit étre décrite dans le sens 
direct. 
Décrivons en effet un cercle (‘y) du point 2 comme centre avec 
un rayon r assez petit pour que le cercle soit tout entier intérieur a 
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(D) ; désignons par (D') le domaine obtenu en supprimant de (D) 
les points intérieurs a (7); la frontiére (H’) de (D’) se compose de 
la frontitre (H) de (D) et du cercle (7) ; il est clair que la fonction 


wR admet une dérivée 


en tout point de (D’); Vintégrale 


[es ) dz 


est donc nulle; cela revient a dire que l’on a 


; f(a)dz _ [ fza, 
(2) fie a? oo 


lintégrale du premier membre étant relative au cercle (/) décrit 
dans le sens direct ; on a dailleurs 


a premiere intégrale qui figure dans Je second membre 

La p tégrale qui figure dans ] d bre est 
égale a 271 f(x) (n° 387); quant a la deuxicme, sa valeur absolue 
peut étre supposcée aussi petite qu'on le voudra, 4 condition de 
prendre le rayon (r) assez petit ; ayant, en effet, d’abord choisi un 
nombre positif ~%, on lui fera correspondre un nombre positif 
z' moindre que la distance du point x a la frontiére (H) et tel que 


see CS dz. 


Von ait 


gat! 


LO L9 _ pe) 


sous la condition |z— «|<, et l'on supposera r inférieur a 


z ; on aura alors 


8) <a + lfc )| 


lf 
eas 


et, par suite (n° 384) 
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or, le second membre peut ¢tre supposé aussi petit qu'on le veut ; 
la seconde intégrale du second membre de l’égalité (3) est donc 
nulle et l'on a finalement : 


jas: de = ani f(s), 


d’oti résulte immeédiatement l’égalité (1). 
Cette égalité constitue un trés puissant instrument de démons- 


tration; on va lutiliser pour établir d’importants développements 
en série. 


396. — Considérons deux cercles concentriques (c) et (CG) dont 
le centre commun est le point a, dont les rayons sont r et R 
(R > 1r). Désignons par (D) le domaine, ensemble des points qui 
appartiennent a l'un ou l’autre des cercles ou qui sont intérieurs 
au plus grand, extérieurs au plus petit. Soit fz) une fonction 
admettant une dérivée en chaque point de ce domaine; soit enfin 


#% un point intérieur 2 ce domaine. On aura, par le théoreme du 
numéro précédent, 


form sg fO8— fH 
(C) (2) 


les deux cercles étant décrits dans le sens direct. 

Dans ce qui suit, le point 2 sera regardé comme fixe. Puisque 
ce point est intérieur au cercle (C), extérieur au cercle c), la dis- 
tance |z —a| du point z au centre a est supérieure ou inférieure 
A la distance |a — a| suivant que le point z est situé sur le grand 


cercle ou sur le petit. 


On pourra écrire, suivant qu’on est dans un cas ou l'autre, 


ea I anh o— a — (w@—a)r 
apes a (c ni a) a (ww — a) ai A aes (z—a)? ae (z gna’ aimieties 
lee OS ne aes 2 Re (<—a)" 
me Se eres 2a ap SS rant F (ge ayer “3 


les séries qui figurent dans les seconds membres, et dont les 
termes sont des fonctions de z, sont absolument et uniformément 
convergentes, la premitre sur le cercle (C), la seconde sur le 
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cercle (c); il en est de méme des séries obtenues en multipliant 
chaque terme par J (2); on peut donc appliquer la regle du n° 390 
relative 4 V'intégration, et écrire, en vertu de la formule (1) 


Ainsi, sous les conditions énoncées, la fonction f(s) est la 
somme de deux séries procédant |’une suivant les puissances 
entiéres et positives de 2 — a, l'autre suivant les puissances en- 


tidres et positives de - x 
L—a 


397. — Supposons, en conservant les mémes notations, que la 
fonction f(z) admette une dérivée en tout point intérieur au cercle 
(C) ou situé sur ce cercle; la.méme démonstration, ott il n'y a 
plus lieu de tenir compte du cercle (c), montre que lon a 


ee ee 


ee Oe (hide 
Te tate Mime rec oe 


c’est-a-dire que la fonction f(x) est développable en série entiére 
en « — a, en d'autres termes qu'elle est réguliére au point a; la 


(1) 


\ 


série est convergente sous la condition |a —a| < R. 

Au surplus, le développement en série auquel on vient de par- 
venir peut aussi bien se déduire de la formule (2) du précédent 
numéro en remarquant que, dans le cas actuel, toutes les intégrales 


ffow fe-asad feared. 


sont nulles. 
La fonction f(x) étant régulicre au point a admet en ce point 
des dérivées de tous les ordres, et l'on a 


fle) = fla) + (@—a) FO 4 (@ ap FO 4, 


t oy 
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puis, parce qu’une fonction ne peut avoir qu’un développement 
suivant les puissances de « — a, 


0) f= te | SEE oO ele are 


398. — Considérons maintenant une fonction f(z) dont on sait 
quelle admet une dérivée en tout point du continuum ). Sia 
est un point quelconque du continuum, on pourra prendre pour le 
cercle (C) n’importe quel cercle de centre a qui soit intérieur au 
continuum, c’est-i-dire dont le rayon soit moindre que la distance 
du point a 4 la frontiére : la fonction f/x) est donc réguhiére en a 
et le rayon de convergence de la série entiére en « — a qui repré- 
sente cette fonction est au moins égal 4 la distance du point aa la 
frontiere. La série est convergente dans tout le plan, lorsque le 
continuum I’ comprend tout le plan. La fonction f(z) est alors 
entire (transcendante ou non). : 

Sil’on vregarde le second membre de |’égalité 1) du numéro 
précédent comme un élément de fonction, ‘n° 360); sil’on prolonge 
cette fonction le long d’un chemin qui soit intérieur a (T), on 
n’obtiendra jamais autre chose que la fonction f(z) elle-méme. 

La fonction f(x) étant régulicre en a, ce nombre a, sil est une 
racine de f(x), ne peut tre qu'une racine d’un ordre déterminé. 
Les dérivées de la fonction ne peuvent ¢tre toutes nulles en ce 
point, 4 moins que la fonction ne se réduise 4 une constante. 

L’ensemble des racines de la fonction f(a) qui appartiennent a 
(C) peut étre fini ou infini; mais s‘il est infini, ses points d’accu- 
mulation appartiennent & la frontiére de ‘U), non a (Tr) ; dans un 
ensemble clos contenu dans (U), il ne peut y avoir qu'un nombre 


fini de racines de f(x), un nombre fini de poles dela fonction 7—5 


fi)” 
En un point ade (UC) ot f(x) ne s’annule pas, la fonction r(a) 


est réguliére; le rayon du cercle de convergence de la série en 
“x —a qui représente celte fonction est au moins égal au plus 
petit des nombres qui mesurent les distances du point a a la fron- 
liére de (I) et aux racines de f(x); il est au plus égal A la distance 
du point a & la racine de f(a) qui est la plus voisine de a, 


: : Soe seas 
car, pour cette racine, la fonction 7. n’est pas régulidre. 


J\*) 
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Si la fonction g/x) est aussi réguliére en tout point de (1), les 
g(x) 
f(#)’ 
lorsqu’il n’y a pas de racines communes 4 g(x) eta f(a); dans le 
cas ou il y a des racines communes, les modifications 4 apporter 
sont évidentes. 


A 2 oy . | aaa x a 
mémes conclusions s appliquent évidemment a la fonction 


399. — Soit (A) un domaine simple et (1) le continuum inté-- 
rieur a ce domaine ; soit f(z) une fonction admettant une déri— 
vée en tout point de (A), et, par conséquent, régulidre en tout 
point de (1); lintégrale 

xe 
3 fe) a; 
e/a 


ou a et x sont des points de ‘A), dont le premier est fixe, et dans 
laquelle le chemin d’intégration appartient tout entier &.(A) est 
une fonction déterminée de x, réguliére en tout point de (Tr). 

I faut d’abord montrer que la valeur de l’intégrale ne dépend 
pas du chemin d’intégration, pourvu que ce chemin, comme on le 
supposera toujours dans ce qui suit, appartienne a (A). 

Si l’on considére deux chemins allant de a4 a, qui soient des 
courbes simples et qui n’aient pas de points communs autres que 
aet x, l'ensemble de ces deux chemins parcourus, l’un de aa a, 
Tautre de x a a constitue une courbe fermée simple ; l’intégrale 


es 
JI@ dz, prise le long de cette courbe est nulle; il en résulte 


immédiatement que les deux intégrales prises respectivement le 
long des deux chemins, de a 4 x, sont égales. 

Si les chemins d’intégration n’ont qu'un nombre fini de points 
communs, si méme ils ont des parties communes, mais en nombre 
fini, le lecteur ne peut manquer de reconnaitre, en décomposant 
les chemins d'intégration en parties qui vont d’un point commun 
4 un autre, que les intégrales sont encore égales. 

Afin de supprimer les difficultés qui subsistent, je supposerai 
pour définir d’une facon précise la fonction 


F (x) = { ; fe) & 
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que le chemin d’intégration est une ligne brisée simple située tout 
entiére dans (I), sauf peut-étre les points a et a, sils apparte- 
naient A la frontiére (1). Deux pareilles lignes brisées ne peuvent 
avoir qu’un nombre fini de points communs ou de parties com— 
munes, en sorte que les intégrales prises le long de ces deux lignes 
brisées sont certainement égales et que la fonction F (a) est bien 
déterminée dans le domaine (A) par le caractere particulier que 
lon a imposé au chemin d’intégration. Que cette fonction admette 
une dérivée en tout point de (A), c’est ce que l’on voit aisément en 
raisonnant comme au n° 386 et la proposition établie en ce méme 
numéro montre bien que l'intégrale ae f(z) dz est bien égale 
a F (a), quel que soit le chemin d’intégration. 

Si la fonction 9(z) admet une dérivée o'(z) en tout point du 
domaine (A) ef ne s’annule en aucun pa de ce domaine, on peut 


évidemment appliquer le théoréme qu’on vient d’établir a la fonc- 
tion 


la fonction 


(ey 
i Ea 


sera déterminée en tout point de (A) et réguliére en tout point 


rR ‘ 


de (1). Elle est identique & la fonction log 8 *r(a)? supposée nulle au 


point a et définie ensuite par continuité ou prolongement le long 
dune courbe allant de a a z et ne sortant pas de (A). Cette fonc- 
tion log i sera régulitre en tout point du plan si j (z) est une 
fonction partout réguliére et qui ne s’annule jamais; elle sera alors 
une fonction entire g(z); la fonction fz) sera elle-méme de la 
forme 


Ces (>) 


(') On supposera, dans ce cas, que ces points peuvent étre reli¢s & n’importe 
quel point de (P) par une ligne brisée. Pour les points de la frontiére, en 
nombre limité, qui ne rempliraient pas cetle condition, le théoréme, une fois 
démontré en général, résulte sans peine de la continuité. 
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telle est donc, en désignant par C une constante et par g/z) une 
fonction entiére, transcendante ou non, la forme de toute fonction 
entire f(z) qui ne s’annule pour aucune valeur de z. 


400. — Revenons a la proposition générale du n° 396 et consi- 
dérons maintenant une fonction fz dont on sache qu'elle 4 une 
dérivée en tout point appartenant au cercle (C), sauf peut-ctre au 
centre a de ce cercle; l’égalité 2 du n° 396 subsistera en prenant 
pour le cercle (¢) un cercle de rayon aussi petit qu’on voudra, 
intérieur au cercle (C); les intégrales 


lic dz, [10 (e — a) dx... 


sont d’ailleurs indépendantes du rayon r du cercle (c). Considé- 
rons en effet les deux cercles ¢), (c’), de rayons r, r’ et suppo- 
sons r>7?"; les fonctions fiz , f(z) (e —a),... admettent des 
dérivées en tous points du domaine doublement connexe dont la 
frontiére est formée des deux cercles (c), (c’); les intégrales 


{so dz, icc (z — a) dz,..., 


prises le long de la fronli¢re parcourue dans le sens direct sont 
donc nulles (n° 294); cela revient a dire qu'une quelconque de 
ces intégrales garde la méme valeur, qu’on la prenne le long du 
cercle (c), ou du cercle ‘c’), les deux cercles étant parcourus dans 
le sens direct. 

D’aprés cela la fonction f(a) est la somme de deux séries; l'une, 
que l’on peut représenter par P (x; a), est enliere en « — a et con- 
vergente sous la condition | « — a| < Rh, l’autre de la forme 


Ay Ay 


ga (2— a)? 


oe 


est convergente quelque petit que soil « — a, en valeur absolue, 
pourvu qu'il ne soit pas nul; en d'autres termes la fonction 


G (z) = Ayz + Aye? +... 
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est une fonction entiére en z, transcendante ou non : on a ainsi 


f(a) =P(@:a) + 6(-*_); 


Ca) 


Ces deux séries P (a; a),G (- aaa 


dans tout ensemble parfait contenu dans le continuum défini par 
les conditions 


) sont uniformément convergentes 


o<|¢—a|< R. 


Dans le cas ot la fonction G(z) est identiquement nulle, la fonc— 
tion f(a), si on lui attribue la valeur P (a; a) au point a, est régu- 
liere en tout point intérieur au cercle (GC), méme au point a. 
Lorsque la fonction G (z) se réduit 4 un polynome en z 


Ay? = As2* —— ... = Aa, 


le point a est un péle de multiplicité n de la fonction f(a). Enfin, 
quand la fonction G(z) est une fonction transcendante, le point a 
prend le nom de point singulier essentiel. 

Ainsi un pole ou un point singulier essentiel a d'une fonction 
f(a) est.caractérisé par lexistence d’un polynome ou d'une fonc- 
tion transcendante enticre Gz, s'annulant pour z= 0, et telle 


que la fonction 
ye Lon 
f(e) —G (+2) 


tende vers une limite quand a s’approche de «a indéfiniment et 
soil un fonction régulicre au point @ quand on lui attribue en ce 
point sa valeur limite. 

Le nombre A, coeflicient de oA dans G ey joue un role 
particulicrement important : on lui a donné le nom de résidu 
relatif au pole ou au point essentiel a. Son importance apparait tout 
de suite en observant que la fonction primitive de f(a), dans le con- 
tinuum défini par les inégalités 0 <|r—a|< R, est la somme 
d'une constante arbitraire, de la série entiére en 2 — a, obtenue en 
intégrant terme a terme P (a, a), et de la série 


A, log (« — a) — — Ag An 


e—a “ (n—-1) (@ —a)r-t ah 
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Yintégration introduit donc un terme transcendant et un seul, 
Ay log (a — a), dont le coefficient est précisément A;; ce terme a 
(ailleurs besoin d’ctre défini d’une fonction précise pour que la 
fonction primitive le soit eile-méme; les diverses déterminations de 
cette fonction different d’un multiple entier de 2Aiz7. Si le 
résidu A; est nul, la fonction primitive est déterminée dans tout 
le continuum, dés qu’on se donne sa valeur en un point. 
L'intégrale 


fe 


| f(2) dz 

ev 
prise le long d’une courbe fermée simple, située dans le conti- 
nuum, contenant le point a 4 son intérieur, et parcourue dans le 
sens direct est égal a 2 Ayr. 


401. — Considérons une fonction f(x) définie dans un conti- 
nuum (1°), saufen un certain nombre fini de points a, a,..., ap 
et réguliére en tout point de ([), sauf peut-étre en ces points. 

Si de l’un quelconque de ces points, de a, par exemple on 
décrit un cercle assez petit pour étre intérieur 4 (I’) et pour laisser 
en dehors de lui les points a,..., a,, le précédent théoer¢me 
s'appliquera a ce cercle, d’ou Von conclut que le point a, est ou un 
point régulier, (auquel cas il faut attribuer a f(), pour ce point, 
sa valeur limite) ou un pole, ou un point singulier essentiel; on 
peut évidemment écarter la premicre hypothése. Les points 
(1, Qz,.-., U Slant des poles ou des points singuliers essentiels, il 
leur correspond respectivement des fonctions entiéres | polynomes 
ou fonctions transcendantes, g,(z), g2(z),-.., telles que les diflé— 
rences 


1 


f (2) — 9 (sa LO) re fem lis: 


solent respectivement réguliéres aux points a, d2,...; d’ailleurs la 
. I 4 a 
fonction gq (—t_}, par exemple, est réguliere partout sauf au 
‘ qe == Oy 


point a; ; on conclut de 14 bien aisément que la fonction 


Pie G4 (, | 92 (. = | ney eee a 
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est réguliére en tout point de (I); en d'autres termes la fonction 
f(x) est de la forme 
ah 
L = ayy’ 


I I 
g(a) + (+) + 92 (—t) eyrag ae ( 


en désignant par ©) une fonction réguliére en tout point de (TL. 
Réciproquement toute fonction de cette forme est réguliére en tout 
point de (1), sauf aux points a,, a2,..,, a (*. 

Si (I) est le continuum intérieur a une courhe fermée simple (F 
et si l'on suppose, bien entendu, que la fonction f’x) ait une 
dérivée en tout point du domaine (fF) + (T°, sauf aux points 


1, dy,--., Ap, Vintégrale {f@ dx, prise le long de F), dans le 
sens direct, est égale au produit par 27/ de la somme des résidus 
relatifs aux points a, d2,..., a : cela résulte évidemment de la 


forme donnée 4 f/x), de ce que lintégrale | o(x) dx est nulle 


ns 1 . 
Hl n (gq) 


ar exemple, est éeale au produit de 277 par le coefficient de la 
fo) 
premicre puissance de z dans gi (z). 


et de ce que l’intégrale 


402. — On a montré au n° 349 comment, sous certaines con— 
ditions, une série de la forme 


uy (x) + Uy (a) : ans f+. Uy (x) + eee 


dont les termes sont eux-mémes des séries entiéres en a, pouvait 
se mettre sous forme d'une série enticre en x, et l’on a annoncé 
que cette proposition, ainsi que la proposition analogue relative a 
un produit infini étaient susceptibles d’étre généralisées, 

La proposition que j’ai cn yue est la suivante. 

Soit (A) un domaine simple et (1°) le continuum intérieur; si 

),... admettent des dérivées en 

tout point du domaine (A) et si, dans ce domaine, la série 


les fonctions u, (x), u,(a),..., Un(x 


(u) uy (7) + uy(@) +... + uy(x) +... 


(‘) Le lecteur rapprochera cetle proposition de celles qui font Vobjet du 


n° 374. 
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est uniformément convergente, la somme f(a) de cette série est 
une fonction réguliére en tout point de (EP); ses dérivées successives 
sont les sommes respectives des sérics obtenues en prenant les 
dérivées premicre, seconde,... des termes de la série (u). 

En désignant par 2 le pot du continuum (1) pour lequel on 
veut prouver la proposition et en posant # = a + z, on rempla— 
cera le domaine (A) et le continuum (1) par le domaine (A’) et le 
continuum (I); ce continuum contiendra le point z =o, pour 
lequel on aura a faire la démonstration. 

On peut, tout de suite, supposer que le continuum (T) contient 
le point z =o et que cest pour ce point qu’on fait la démonstra— 
tion ; les fonctions u, (z), u,(z), doivent alors étre réguliéres en ce 
point; je supposerai qu’on a en général, 


Un (Z) == Wo F-Uayn Z A ae Ee Uy n2? + oe § 


toutes ces séries, d’aprés le n° 397, sont absolument convergentes 
a lintérieur et sur la circonférence d’un cercle décrit du point o 
comme centre, situé tout entier a l’intérieur de (T), et d’ailleurs 
quelconque; dans le méme domaine (intérieur et circonférence 
du cercle , la séric 


u, (z) + a(z) +... + un(z) + ..., 


dont la somme est f(z), est uniformément convergente; si l’on 
désigne maintenant par «© un point fixe intérieur au cercle, la série 


Ny (Z) ee Us(zZ) a Un (2) 


3 1 tee cee 


($= NG, ae, eh 


f() 


dont la somme est .“——, est uniformément convergente sur la 


circonférence du cercle; on a donc (n° 390), en supposant les inté- 
grales prises le long de cette circonférence, 


la série qui constitue le second membre de cette égalité est égale, 


terme A terme (n° 395), a la série 


Qin, (@) +- 2 imu>(a) - ... + ainuy (ey =>... 


NG 
loa} 
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dont la somme est 2imf(x); on a donc finalement 


fad 


(1 fea. | Ae 


On a, au n° 395, établi une égalité de méme forme en supposant 
que la fonction f(z) admettait des dérivées en tout point du do- 
maine simple que bornait la courbe le long de laquelle on prenait 
Vintégrale: l’égalité (1), établie en partant de la définition de la 
fonction f(a), va nous permettre maintenant, en renversant Ja 
démonstration du n° 395, de prouver que la fonction f(a) est 
réguliére au point o; on a en effet, pour tout point de la circonfé— 
rence de cercle 


tA NEY 1 Wore 8S ieee LO ol 


sn ti 


et le second membre de cette nouvelle égalité est encore une série 
uniformément convergente sur la circonférence du cercle, ot l'on 
a |z| >; on a donc (n° 390) 


jae 23a 3, [arg [Me 


en supposant toujours que les intégrales soient prises le long de la 
circonférence du cercle; mais le premier membre, d’aprés l’éga- 
lité (1), est égal a f(a) : on voit ainsi que la fonction f(a) est 
réguliére au point o et, de plus, qu'elle est développable en une 
série entire en a, convergente 4 l'intérieur de tout cercle décrit du 
point o comme centre et intérieur au continuum (T). La fonction 
f(x) est done bien réguliére en tout point de ce continuum. La 
valeur de sa dérivée nieme au pomt o est égale & 


Ti... { £2 2 


21T grr 


en vertu de l’égalité (2) ou du n° 397, l’intégrale étant prise le long 
de la circonférence d’un cercle quelconque, intérieur & ([) et décrit 
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dw port o comme centre ; or sur cette circonférence, la série 


Uy, (2) U, (z) at U, (z) 


q+ ie sn+1 I 


(z) 


dont la somme est £@) est uniformément convergente ; on a donc 
(n° 390) 


Pua faOa+ fa n.o fae 


les intégrales ¢tant prises le long de la circonférence; on a 
d’ailleurs (n° 397) 


Ne 
grr! 


et par suite 


we f Le) dz Unt — Wag Ts. EH Op, Ew 
il est prouvé par la que la série qui figure au second membre est 
convergente et que sa somme est le coefficieut de x” dans le déve— 
loppement de f/x). Tout ce que l’on avait annoncé est établi. 

Le théoréme qui précéde est di 4 Weierstrass; on voit qu il est 
beaucoup plus général que la proposition a pew prés obvie du 
du n° 349 ('). 

Je ferai maintenant sur le mode de convergence de la série (u), 
une hypothése un peu plus restrictive, qui implique d/ailleurs 
(n° 183) la convergence absolue et uniforme de cette série dans le 
domaine (A). 

En désignant par 


a, + Get Ot 


une série convergente dont tous les termes sont des nombres posi- 
tifs, je supposerai qu’on ait | Un(x) | < dn, pour toutes les valeurs 


1) La démonstration de Weierstrass, qui est fort intéressante, est reproduite 
dans Vintroduction des Eléments de la Théorie des oot elliptiques de 
MM, Tannery et Molk, t. [, p. 55. Celle qui précéde est due 4 M. Painlevé. 
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de n, et pour chaque point « du domaine (A) ('). Je suppose tou- 
jours que les fonctions u,(a#) admettent des dérivées en chacun de 
ces points. 

Le produit infini 


[1 + u,(x)] [1 + uy(s)]... [1 + a, (2)... 


est alors une fonction de x réguliére en tout point de T 

Il suffira, comme tout a lheure de supposer que le point o soit 
intérieur a (1°) et de faire la démonstration pour ce point. Consi— 
dérons encore un cercle, décrit du point o comme centre et inté- 
rieur & (f°); et désignons par (D> l'ensemble des points qui appar- 
tiennent a ce cercle. 

A partir d’une valeur suffisamment grande de n. on peut, en 
désignant par a un nombre positif plus petit que 1, supposer 
| un (a) |< a et cela pour n‘importe quel point « du domaine (D) : 
comme on peut évidemment négliger, dans la démonstration, les 
premiers facteurs du produit infini, rien n’empéche de supposer 
que l’égalité précédente ait lieu pour toutes les valeurs de n; le 
logarithme principal de chaque facteur est alors déterminé sans 
ambiguité pour tout point « de (D). De la convergence normale 
de la série (u) dans le domaine D), résulte immédiatement la 
convergence uniforme, dans le méme domaine, de la série 


(3) lg{1 + w(x)] + Ig{t + u(x)]} + ... + Ig[t + a,(e)] +... 


qui est donc une fonction réguliére de # au point 0; si on désigne 
par 9(a) cette fonction, la fonction e?\*) sera aussi réguliére au 
méme point : or elle est manifestement égale au produit infini. On 
obtient la dérivée de (a) en prenant les dérivées des termes de la 
série (3); on retrouve ainsi la régle du n° 349 pour obtenir la dé- 


rivée logarithmique d'un produit infini. 


(1) M. Baire, dans ses excellentes Lecons sur les théories générales de l Analyse 
9 Ly 

Paris, Gauthier-Villars), dit alors que la série (uw) converge normalement dans 

{ Y € 

domaine (A), Ce mode de convergence, sur lequel Weierstrass a appelé l’atten- 

lion, mérite assurément un nom, tant il est simple, naturel et fréquent. C’est 

i exemple de M. Baire que je me borne & ce cas, pour ce qui est des produits 


infinis. 


NOTE 


SUR QUELQUES APPLICATIONS DE L’INDICE 
DE KRONECKER 


Par M. Jacques HADAMARD 


La démonstration, d’apres M. Ames, du théoréme de M. Jordan 
sur les courbes fermées sans point double (n* 306, 307) repose 
sur la considération de l’ordre d’un point ou, si l’on veut, sur la 
considération d’une variation d’argument. 

La généralisation, dans le cas ot le nombre des dimensions 
dépasse deux, est fournie par l’indice de Kronecker. C’est la une 
notion qui est maintenant classique (‘). 

Elle a regu, dans plusieurs travaux contemporains, des applica- 
tions nouvelles. Je me propose d’exposer ici quelques-unes d’entre 
elles. 

Tous les raisonnements qui vont suivre se mettent aisément sous 
une forme purement arithmétique, alors méme que, pour abréger, 
ils ne sont pas rédigés immédiatement sous cette forme : ils doiven® 
dailleurs satisfaire & cette condition pour étre valables dans les 
hypothéses générales 04 nous nous plagons, qui ne font intervenir 
que la continuité des fonctions employées. 


I. — LE THEOREME DE M. JORDAN DANS LE PLAN 


4. — Je commencerai par revenir un instant sur la démonstra- 
tion du théoréme de M. Jordan dans le cas du plan et je m’effor- 


(1) Surtout depuis le Traité d’Analyse de M. Picard (T. I, p. 123; T. I, 
p- 193). 
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a 


cerai, pour l’une des parties de ce théoréme, d’aller un peu plus 
loin qu’on n’a fait dans l’introduction de la notion d’ordre. 
Une ligne plane () (C) étant définie par les deux équations 


(1) £2 Up Hie vi) 


ou les seconds membres sont des fonctions continues de / dans 
Vintervalle (tf, d1); cette courbe étant fermée, c’est-a-dire telle 
que l’on ait 


(2) v(t) =a (), ly) = Ns 
et sans point double, c’est-a-dire que les équations en /’, U’ 
Gal) a ees ae) Segre 


n’aient pas d’autre solution, ou t’ soit différent de zt’, que ’ = 4, 
Pst ood == t,, Ue ty; 

le théoreme de M. Jordan consiste en ce que * 

1° la courbe (C) détermine dans le plan au moins deux régions 
distinctes ; 

2° la courbe (C) ne détermine que deux régions distinctes. 

Je m’occuperai seulement de la premiere de ces deux affirma- 
‘tioms (*). 


2. — Je rappelle que l’ordne d'un point P, non situé sur la 
courbe (C), par rapport a cette courbe se définit au moyen de la 
variation contunue de l’argument du vecteur PM, quand le pot M 
décrit la courbe (C). 

Cet ordre est nul quand on peut mener par le point P une 
demi-droite qui n’a aucun point commun avec (C). 

Il est égal 4 =e 1 quand on peut mener par le point P une demi- 
droite qui a un point commun avec (CG) et un seul, et telle que si 
on désigne par ¢ la valeur de ¢ qui correspond & ce point, les points 
de (CG) qui correspondent 4 des valeurs de ¢ un peu plus petites. 
que 1’ et les points de (CQ) qui correspondent A des valeurs de / un 


— 


(1) Crest ce qu’on a appelé dans le texte un lien fermé simple (n° 290). 
(*) dlle a été établie dans le texte sous lacondition qu’il existe un vecteur AB 
que traverse la courbe (C) (n° 296). 
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peu plus grandes que ¢' soient de cdtés différents par rapport a la 
demi-droite. 


3. — Cela posé, nous allons constater l’existence d’un point dont 
ordre est o et celle d'un point dont Vordre est + 1. 

Soit d’abord y = y, une paralléle 4 l’axe des x ayant des points 
communs avec la courbe. Soit, parmi eux, A(ai, y,) celui quia la 
plus petite abscisse ('). Si l’on désigne par x; une quantilé infé- 
rieure a 2,, le point A’ (a, y,) est d’ordre o, puisque la demi-droite 
qui part de ce point dans la direction opposée & A‘A n’a aucun 
point commun avec (C). 


4. — Soit maintenant = une valeur de x comprise, au sens strict 
(c’est-a-dire égalité exclue) entre x, et la valeur maxima de x sur 
(C), de sorte que la courbe ‘C) coupe la droite «—¢ en deux points 
au moins; soient M, N les deux points d’intersection extrémes, 
cest-a-dire qui ont respectivement la plus petite et la plus grande 
ordonnée (*?), ou encore, les plus rapprochés de A ; jentends par 1a 
les points pour lesquels les valeurs de £ sont les plus voisines infé- 
rieurement et supérieurement de celle qui correspond a A (*). Les 
points M, N divisent (C) en deux arcs. J’appellerai le premier d’entre 
eux, celui qui contaent le point A. Dans l'une comme dans [autre 
des définitions que je viens d’indiquer pour M et N, ce premier arc 
ne contient aucun point situé sur le prolongement du segment de 
droite MN, soit que la courbe entiére n’en contienne aucun (1° défi- 
nition), soit que Je premier arc MN n’ait aucun point commun 
avec la droite x — ¢ en dehors de M, N (2™° définition). 

Menons par A une droite Aa qui coupe la droite # — € en un 
point a situé entre M et N. Cette droite Aa peut rencontrer le pre- 
mier arc MN en un seul point (le port A) ou en plusieurs; soit B 


celui de ces points quia la plus grande abscisse (*). 


(4) L’ensemble des valeurs de ¢ (si elles sont en nombre infrni) qui vérifient 
‘Péquation y(£) = y; est clos; il en est donc de méme des valeurs correspon- 
dantes de «; ce dernier ensemble contient donc son élément maximum et son 
élément minimum. 

(*) Voir la note précédente. 

(°) Ceci comporte une modification évidente si le point qui correspond a / == ty 
ou 1 = 1, est entre A et-M ou entre A ct N. 

(*) Voir la note (*). 
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Soit B’ un point de la droite Aa ayant une abscisse plus grande 
que B, tel cependant qu’entre B et B’ il n’y ait pas de point du 
second arc MN (ce qui est possible ('), sans quoi B serait lui-méme 
un point du second arc, contrairement a I’hypothése . 

Le point B’ est d’ordre + 1. 

Pour le voir, joignons M a N par un chemin composé de deux 
segments reclilignes MP, NQ empruntés respectivement aux deux 
prolongements de MN et tels que aP soit égal a aQ, P et Q étant 
réunis par un demi-cercle de centre a, situé 4 droite de MN, c’est- 
a-dire du cété ot n'est pas A, et de rayon assez grand pour n’avoir 
aucun point commun avec le premier arc (*). Ce nouveau chemin 
forme avec le premier arc MN une ligne fermée C,) et avec le 
second arc MN une ligne fermée (C2); convenons de choisir 
comme sens de parcours sur (C) le sens qui correspond aux ¢ 
croissants, sur (C,) et sur (Cy) un sens tel que les parties 
communes avec (C) soient parcourues dans le méme sens quelles 
le sont sur (C). Dans ces conditions, le chemin auxiliaire MPQN 
est parcouru en sens contraires sur (C,) et sur (CG). 

On aura alors, en appelant 0¢)(B’), Qc,)(B’), Q.c, B’) les ordres 


de B’ par rapport aux courbes fermées (C), (Cy), (C> 


\ 


f 1) r\ l\ 
Qo 1B aoe Qo) (B )—-+- X,) B ly 


puisque les variations d’argument sur MPQN se detruisent. Or 
Qc,) (A) étant nul [pour la méme raison que Qc) A’ |, il en est de 


méme de Q:c,) (B’) (n° 295), puisque l'on peut joindre A a B’ par 


un chemin qui n’ait aucun point commun avec (Cy), a savoir la 
portion AB du premier arc, suivie du segment de droite BB’. 
D’autre part Qc.) (B’) est égal & = 1, puisque la demi-droite qui 
part du point B’ et qui va dans la direction des x croissants ren- 
contre (Cy) en un seul point situé sur le demi-cercle, et cela dans 
les conditions qui ont été précisées plus haut. 
Notre conclusion est done démontrée. 


(‘) Voir encore la note (!) de la page précédente. 
(*) Dans le second mode de définition des points M, N, le chemin MPQN 
peut tre remplacé par le segment de droite MN, le point B’ étant entre Beta. 
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Il. — GENERALITES SUR LES VARIETES ET LES SURFACES 


5. — Sans examiner si on peut, par une méthode analogue, dé- 
montrer le théoreme de M. Jordan dans le cas de plus de deux 
dimensions, nous allons, maintenant, supposer ce théoreme dé- 
montré et cela en précisant méme l’énoncé d’une manieére qui sera 
indiquée plus loin. 

Mais nous avons a définir ce que nous entendrons par surfaces 
dans l’espace a n dimensions. 

Pour cela, nous définirons dabord le létraédroide 4 m dimen-— 
sions. 

Nous appellerons ainsi le lien (c’est-a-dire, conformément a la 
définition classique de la géométrie élémentaire, l'ensemble) des 
points (a,... 2») de cet espace qui vérifient les inégalités 


— ou, par extension, tout ensemble se déduisant du premier par 
une substitution linéaire, non nécessairement homogene (c’est-a- 
dire avec l’intervention possible de termes constants), & détermi- 
nant non nul. 


6. — En remplagant une, et une seule, des m + 1 inégalités (3) 
‘ou sil y a lieu, de celles qui leur correspondent apres substitution ) 
par une égalité, a laquelle on continue 4 adjoindre les m inégalilés 
restantes sans les modifier, on a une des m-+-1 faces du té- 
traédroide. En remplacant de méme deux ‘et deux seulement) des 
inégalités en question par des égalités, on a une aréle primaire 
(laquelle est, par sa définition, commune a deux faces). On aura 
de méme, en écrivant trois égalités et m — 2 inégalités, une aréle 
secondaire ; etc. 

Enfin un point commun a m faces est un sommet. Sion désigne 


par 


(4) 4 deta) eon ae | eM ae ie © 
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les m + 1 sommets, on aura, pour le tétraédroide (3), 


5) 1 Cl =o =e sf ) 
y ) Beane) — ae) ae Sse) =o. 


7.— Un point quelconque d'un tétraédroide peut étre représenté 
par les fornaules 


4,8{) ae 62) su aoe bist 


6) a= 
( t SE Uy GPhone Si bates 


ou t,t, -.., 6,4, sont m+ 1 nombres positifs. C’est ce qu'on 
voit immédiatement pour le tétraédroide (3) et qu'on étend aux 
autres tétraédroides en remarquant que la substitution linéaire ne 
change pas les relations (6). 


8. — m +1 points quelconques, dont les coordonnées seront 
données par les formules (4), peuvent d’ailleurs, comme on s’en 
convainc aisément, étre considérés comme les sommets d’un tétraé— 
droide, pourvu que le déterminant A formé en bordant le tableau 
(4) avec une colonne d’unités soit différent de zéro : ce tétraédroide 
pourra ¢tre considéré comme représenté par les formules (6), les- 


quelles s’écrivent encore 


6" Qe 1) + EEO) oe dn St 
/ Ke cial sale CGR “anes i pistey = ke 
t, t,, -... E,,, seront dits les coordonnées barycentriques (absolues 


dans le cas des équations (6'), homogénes dans le cas (6)) du point 
(@,, ..., @») par rapport au tétraédroide, 

m des coordonnées barycentriques absolues peuvent ‘étre consi- 
dérées comme définissant wn point. Si on considére, a leur tour, 
ces m quantités /,, ..., ¢,, comme des coordonnées carlésiennes, le 
point qui a ces coordonnées décrit le tétraédroide (3) quand le 
point (.r,, ..., @m) décrit le tétraédroide donné. 

Si le déterminant désigné towt & l'heure par A est nul, nous di- 
rons que les formules (6) ou (6’) définissent un (é/raédroide dégé- 


nere, 


NOTE SUR QUELQUES APPLICATIONS DE L INDICE DE KRONECKER 443: 


9. — Plus généralement, les formules 


(7) a £6) + Pn Sie ca 
UF a5 coe AE ipton 


> 


ou, ce qui revient au méme, 


Nese tel) te o.. ed ee, 


(7') \ J >, 

A | } Fe ee ha 

ott Vindice 7 variera, non plus depuis 1 jusqu’A m, mais depuis a 
Jusqu’a n> m, définiront (4,, ..., G4, étant des variables posi- 
tives) un éélraédroide & m dimensions dans espace an dimensions, 
pourvu que les déterminants déduits du tableau rectangulaire 


| Eg eaeesg Une | (i == Ww. Me 4) 


ne soient pas tous nuls ('). Dans le cas contraire, on aura encore 
alfaire aun tétraédroide dégénéré. 

Le tétraédroide (non dégénéré) (7) pourra encore étre regardé 
comme défini par n — m équations du premier degré (obtenues en 
éliminant ‘les ¢ enitre les équations (7) ou (7')) et m + 1 inégalités. 

Une face du tétraédroide X m dimensions est, en ce sens, un té- 
traédroide & m— 1 dimensions: la face opposée au /@™e sommet 
du tétraédroide (4) est représentée, en effet, par les formules (6) 
(ou (6')) ot lon fait 4, = o. 

Une aréle primaire d’un tétraédroide & m dimensions est, de 


méme, un tétraédroide & m — 2 dimensions ; etc. 
410. — Le tétraédroide (3) peut élre décomposé par les plans 
k - 
L, = tS oa cg ID GU (Rn Oia wage) 
p 


en parties convexes et celles-ci peuvent étre, a leur tour, décom-— 
posées en létraédroides (*) inférieurs dans toutes leurs dimensions 


(") On peut aussi dire qu’un tel tétraédroide se déduira du tétraddroide a m 
dimensions (3) en prenant pour les n variables y des fonctions linéaires des m 
variables 2 (mau moins de ces fonctions ¢tant indépendantes). 

(2) Un polyédre convewe de Vespace & m dimensions est ensemble des points. 
de cet espace qui vérifient un nombre quelconque d’inégalités du premier 
degré 

hole 1 de, +... ae, OM eo (hae 1, 8, cs) 


ces inégalilés étant susceptibles d’élre vérifiées srmultanément au sens strict 
(c’est-a-dire égalité exclue) et telles que | a, |, | v2 |, ..., | @m | soient, grace 
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cs 


I . e ’ 
a p? S== [DRG conséquent, aussi petits qu on veut en tous sens: cette 
derniére propriété s’étend donc (par substitution linéaire) a un té- 


tracdroide quelconque. 


41. — Cela posé, soient u,,-..., U, m parametres tels que le 
point qu’ils définissent et que nous appellerons point paramélrique, 
décrive un tétraédroide 4 m dimensions. Soient #,, 2, ..., LZ, des 
fonctions continues, en nombre n > mde wy, ..., Wn. Nous dirons 
que le point (a, ..., £n) (qui sera le point proprement dil) décrit 
un élément m fois étendu dans l’espace E,, a n dimensions. 

Soit ¢, un tel élément, correspondant & un tétraédroide T, décrit 
par le point paramétrique (u,, ..., U,,). Soit ¢, un élément ana- 
logue, correspondant 4 un second tétraédroide T,. Supposons que, 
par l'intermédiaire d’une face f, de T, et d'une face f, de T,, ces 
deux éléments soient liés de la manicre suivante : 

Les sommets de /, (ou ceux de f,) ayant été permutés au besoin 
d'une maniére convenable, tout point paramétrique de /, donne la 
méme position du point (a, ..., Ln) que le point de f, qui 
(moyennant la permutation dont on vient de parler) a les mémes 
coordonnées barycentriques ('). 

a elles, forcément limités. Une face du polyédre sera encore obtenue en rem- 

fae ane iP ae « yh 
plagant lune de ces inégalités par l’égalité correspondante, pourvu que les iné- 
galilés restantes puissent encore, dans ces conditions, ¢étre vérifiées simultané- 
ment au sens strict, 

La démonstration du théoréme : lout polyedre convexre de V'espace d m dimen- 
sions est décomposable en létragdroides est aisément arithmétisable. On prendra 
un point intéricur O(%, ..., @,,) qu’on joindra & chaque point (a, ..., x.) de 
la frontiére S du polyédre par un segment de droite («, = ey o<t<t+o. 

: 1 / 

Lorsque (a, ..., x,,) décrira une face, le point x décrira une « pyramide a 
m dimensions » ; et toutes ces pyramides, extérieures les unes aux autres, for- 
meront par leur ensemble le polyédre donné (grace & ce fait que S est coupé 
en un point et un seul par une demi-droite quelconque issue de QO). 

Le théoréme étant supposé démontré pour toute valeur de m inférieure a 
celle yu’on considére, on pourra décomposer chaque face en tétraédroides & 
m — 1 dimensions; la pyramide correspondante sera, du méme coup, décom- 
posée en parties qui seront des tétraédroides (les coordonnées .r;, pouvant s'ex- 
primer alors aisément sous la forme (6)). 

(1) Plus généralement, on pourrait admettre entre les points de f; et de f, 
une correspondance parfaite et continue quelconque, les points paramétriques 
qui fournisseat le méme point x étant ceux qui se correspondent dans ces nou- 


velles conditions. On démontre que ce cas un peu plus général peut se rame- 
ner a celui qui est traité dans le texte. 
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Convenons, s’il en est ainsi, de regarder ces deux points para- 
métriques pris l'un sur /, l'autre sur f,, et que nous appellerons 
points accouplés, comme identiques l'un & l'autre (quoique leurs 
coordonnées u soient, en général, différentes). Les faces /,, /, se- 
ront, par conséquent, elles-mémes regardées comme n’en consti- 
tuant qu'une. Les éléments ¢,, ¢, seront alors dits contigus suivant 
la face commune unique qui correspond (dans l’espace E,,) A f, et 

Un troisi¢me élément ¢, pourra étre contigu 4 ¢, suivant une 
face correspondant a une face /, de T,: nous supposerons celle-ci 
différente de /, (le cas contraire étant écarté dans tout ce qui va 
suivre). L’aréte primaire commune a /,, f: donnera une aréte com- 
mune a ¢, 2), é;, dont les points seront les mémes lorsqu’on les 
déduira de l’un ou de I’autre des éléments considérés. 

Plusieurs éléments peuvent de méme avoir en commun une 
aréte d’ordre supérieur (ou un sommet unique). Mais il faut re- 
marquer qu’un nombre quelconque d’éléments peuvent encore 
avoir en commun une méme aréte primaire. 


42. — Considérons maintenant un nombre fini quelconque 
d’éléments m fois étendus de l’espace a n dimensions ayant entre 
eux des relations de contiguité telles que nous venons de les défi- 
nir, mais de maniére cependant qu’une face quelconque de l'un 
d’entre eux ne lui soit commune qu’avec (au plus) un seul autre. 
Nous aurons ainsi une variélé (finie) m fois étendue dans l’espace a 
n dimensions (*), 

Deux points paramétriques accouplés de la face commune a 
deux éléments contigus ou, plus généralement, deux ou plusieurs 
points paramétriques accouplés d’une aréte (d’ordre quelconque) 
commune 4 deux ou plusieurs éléments (ou, encore, un sommet 
commun 4 deux ou plusieurs éléments) seront, conformément a ce 
qui précéde, considérés comme ne donnant qu'un point unique 
(#2, «+.» @n) de notre variété. Kn toute autre circonstance ot un 
méme point (a, ..., %») de lespace & n dimensions se trouvera 


(1) Les variétés ainsi définies sont celles que nous considérerons dans ce qui 
va suivre. La question de savoir si on peut donner & ce méme mot des défini- 
tions plus générales est, bien enltendu, entiérement réservée. Elle ne sera pas 
abordée ici. 
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plus d’une fois dans notre variété (soit qu'il corresponde 4 deux 
points paramétriques. différents: dun méme élément, ou a deux 
points pavamétriques non accouplés d’éléments différents (")) ce 
point sera elit double ow multiple, suivant qu'il figurera deux fois 
ow m > 2 fois (*). 


43. — Une méme varidté peut d’ailleurs d’une infinité de ma- 
niéres se représenter sous la forme qui vient d’étre indiquée. Nous 
ne considérerons pas, en effet, deux variétés Vet WV’ de l’espéce 
précédente comme distinctes s'il existe entre les points paramé- 
triques qui engendrent V et ceux qui engendrent Y’ une correspon- 
dance parfaite et continue telle que tout point paramétrique de V 
donne le méme point (x, ..., 2) que son correspondant de V’. 
La continuité et la perfection dont mous venons de parler ne sont 
supposées avoir lew que moyennant la convention faite précédem- 
ment de considérer comme identiques les points accouplés (*), la 
décomposition de V' en éléments n’étant d’ailleurs nullement sup- 
posée correspondre A celle de V et le nombre méme de ces élé- 
ments pouvant ¢étre différent. 


() Nous excluons en nous exprimant ainsi le cas o& un élément serait con- 
tign 4 lui-méme (deux de ses faces Glant accouplées Pune 4 l'autre). Si ce cas 
se présentaiti (ce qui nest nullement impossible), on modifierait aisément notre 
rédaclion de maniére & en. tenir compte. Mais on peut aussi |’écarter par une 
subdivision convenable (voir ci-dessous) de l’élément considéré, ainsi qu’on 
sen assure sans difficulté. 

(2) On pourrait avoir m= 2. 

(8) Autrement dit, la continuité signifie ici que : 

1° A un point paramétrique d’un élément ¢ et d’un seul de V! correspond & 
un point appartenant & un élément € (et a unm seul) de V, les valeurs des u re- 
latives & |’un de ces points somt fonctions continues de celles qui sont relatives 
a autre ; 

2° Si un point paramétrique P appartenant & un seul élément ¢ de V corres- 
pond & un point P’ commun & plusieurs ¢léments ¢/, ef, ..., ¢), de V’, et si on 
considére un second point Q de ¢ tel que son correspondant Q’ appartienne a 
2{, par exemple (tout en pouvant étre commun a ¢/ eb & un ou plusieurs des 
autres éléments ¢5, ..., &),), les valeurs des u qui correspondent & Q’ dans e{, sont 
fonctions continues de celles qui correspondent a Q ; 

3° On a des énoneés analogues pour le cas of un point commun & plusieurs 
éléments de V correspondrait, & un point pris dans um seul élément de V’, et 
pour le cas tout a fait général ov un point commun & plusieurs éléments 


Sie =» de V correspondrait & un point commun A plusieurs éléments 
Bie yeeWRGOLV. 
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Si les deux variélés sont sans points multiples, il suffira pour 
cela que chaque point de V soit ausst un point de V' et inverse- 
ment. 

En particulier, nous ne changeons pas une variété en subdivi- 
sant um ou plusieurs des tétraédroides qui correspondent a ses di- 
vers: éléments: en tétraédroides partiels, ainst qu'il a été expliqué 
plus haut (n° 40). 


44. — Njoutons qu’on peut avoir 4 considérer deux variétés 
V et V’ m fois étendues entre les points paramétriques desquelles 
existe une correspondance de |’esptce mentionnée dans ce numéro, 
mais sans que les valeurs des x sorent les mémes aux pornts corres- 
pondants, ni méme que l’entier nm soit le méme pour V et pour V’. 
Deux variétés de cette espéce sont dites homéomorphes et l'étude 
des. propriétés qui leur sont communes constitue |’ Analysis situs. 


15. — Aux changements de représentation paramétrique dont 
nous venons d’indiquer la possibilité se rattache une hypothese 
supplémentaire que l’om fait en général — et que nous ferons dans 
ce qui va suivre —: sur les variétés V envisagées. 

Quel que soit P pris sur V, on admet que, parmi les diverses 
décompositions de V em éléments que l’on peut effectuer conformé- 
ment a la conception précédente, il en existe au moins une dans 
laquelle P n’appartient qu’a un seul élément. 

Cette: lnypothese est distincte des précédentes : certaines variétés 
admissibles sans elles sont exclues par son intervention ('). 


(*) Cest, par exemple, ce qui arrive pour le volume du cone ayant pour base 
une couronne circulaire. Un tel volume est décomposable en parties ayant 
chacune une correspondance parfaite et continue avec un létratdre; mais le 
sommet du cone doit étre commun 4 deux au moins de ces parties, 

Soit encore le tore représenté par les équations 


2 = cos U(r + a cos 0), y = sin U(r + a cos 9) ,, z= a sin 9, 
ou © et Y sont considérés (mod. 2 z). Déduisons-en la variété trois fois étendue 
de l’espace & quatre dimensions 
, = tceos (r+ acos 0), x, = tsin U(r + a@cos >), 73 =lasing , 2, =! cos. 4, 


t variant de zéro 4 1, Cette variété est également décomposable en éléments, 
mais le point 7, = 2, = rz = ©, = 0 appartient forcément a plusieurs d’entre 
eux. 
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46. — La variété V sera d'un seul tenant, si on peut passer 
d'un élément quelconque 4 un autre également quelconque par 
une chaine d’éléments dont chacun est contigu au précédent sui-— 
vant une face. 

Elle est fermée si toute face est commune a deux éléments. Dans 
le cas contraire, l'ensemble des faces n’appartenant chacune qu’a 
un seul élément constitue la frontiére S de Y. 

Cette frontiére, qui est une variété m— 1 fois élendue peut 
nétre pas d’un seul tenant; mais elle est nécessairement fermée, 
comme on s’en assure aisément ‘!). 


47. — Dans toutce qui précéde, l’ordre dans lequel étaient ran- 
gées les coordonnées du point paramétrique dans chaque élément, 
— ou, ce qui revient au méme, |’ordre dans lequel étaient rangés 
les sommets du tétraédroide correspondant — restait indifférent. 

Convenons maintenant de faire intervenir cet ordre, mais seule- 
ment dans la mesure suivante : 

Nous partagerons les (m +1) ! permutations auxquelles on arrive 
en rangeant de toutes les manicres possibles les (m + 1) sommets 
du tétraédroide en deux classes suivant la méthode employée dans la 
théorie des déterminants, autrement dit, en mettant dans la méme 
classe toutes celles qui sont telles que le passage des unes aux 
autres soit une permutation alternée. 

Nous ne choisirons pas entre les permutations d'une méme 
classe; mais nous choisirons entre les deux classes et ce choix sera 
ce que nous appellerons orien/er le tétraédroide. 

Nous ne diminuerons d’ailleurs pas la généralité en supposant 
que la classe choisie est la premiére (c’est-d-dire comprend l’ordre 
naturel ) et c'est ce que nous admettrons dorénavant. . 

A une orientation déterminée du tétraédroide T, correspond 
évidemment une orientation déterminée pour chaque face, qui 
sera dite en résuller : on lobtient en rangeant les m sommets de 


(!) Les éléments f de S étant des faces de V, les faces ade S sont des arétes 
primaires de V, Si Pune de celles-ci n’apparlient qu’a un seul élément de V, 
les deux faces qui comprennent a font partie de S et sont contigués. Si elle est 
commune 4 une série d’éléments contigus les uns aux autres (ect dont le dernier 
nest pas conligu au premier, du moment que a est frontiére’, les deux faces. 
extérieures des éléments extrémes font partie de S et sont contigués suivant a, 
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cette face dans un ordre tel que, en les faisant précéder du som- 
met opposé, on ait, entre les (m + 1) sommets de T, une permu-— 
tation de la premiére classe. Nous dirons que cette orientation est 
celle qui résulle, pour la face considérée, de celle du tétraédre. 

Deux éléments d’une variété V étant contigus suivant une face, 
nous dirons que les orientations de ces deux éléments concordent 
si fau sens qui vient d’étre expliqué) elles n’entrainent pas la 
méme orientation pour la face commune. 


48. — Apres avoir orienté d’une manieére arbitraire un des élé— 
ments de V, choisissons les orientations des éléments contigus a 
celui-la de maniére a ce qu’elles concordent avec la premiére, puis 
opérons de méme pour les éléments contigus a ceux dont l’orienta- 
tion vient d’étre déterminée; et ainsi de suite. Si V est d’un seul 
tenant, nous arriverons a orienter ainsi chaque élément de V. 

Comme il existe, en général, plusieurs moyens de passer d’un 
élément 4 un autre par l’intermédiaire d’éléments contigus, il se 
pourra que des orientations obtenues différent suivant le mode de 
passage adopté. Dans ce cas, V est dite uwnilatére. Si, au contraire, 
on ne rencontre jamais une telle contradiction, la variété est dite 
bilatére. 

Nous supposons dorénavant notre variété V bilatere et orientée 
de maniére a ce que les orientations de tous les éléments concor- 
dent. Ceci n’est possible que de deux maniéres différentes (si V est 
d’un seul tenant). 


49. — Nous appellerons enfin volume dans l’espace 4 n dimen- 
sions une variété n fois étendue de cet espace, supposée sans point 
double. 

Nous appellerons surface dans l’espace 4 n dimensions, une 
variété n — 1 fois étendue de cet espace. 


20. — La notion de l’intégrale multiple, ainsi que sa réduction a 
des intégrales simples et les changements de variables que l’on peut 
effectuer sur elle, peuvent également s’exposer sous forme entiére— 
ment arithmétique. Je supposerai ces propriétés établies ('). 


(1) Leur démonstralion pourrait présenter quelque difficulté pour les do- 
maines les plus généraux. Mais, dans ce qui va suivre, le domaine d’intégra- 
tion sera toujours soit un tétraédroide, soit le volume compris entre deux 
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On peut, dés lors, en déduire la formule de Green. Je me 
contenterai également, pour plus de rapidité, d’énoncer cette for- 
mule qu'il est aisé de démontrer en suivant la voie classique. 

Soient, dans l’espace 4 m dimensions lieu du point (x,... re 
un volume V limité par une surface fromtrére S et, dans ce 
volume, m fonctions U1,... Yn de #1, Xi,... Lm, fonclions conti— 
tinues et admettant des dérivées du premier ordre intégrables. Sur 
un élément de §, la position d’un point sera définie par m — 1 
coordonnées v4, V.,... Um—1, par exemple m — 1 des coordonnées 
barycentriques du pomt paramétrique par rapport au tétraédroide 
qu'il décrit. Nous supposerons ces coordonnées rangées dans un 


ordre tel que le déterminant 


%4 oo) Ain 
or, 0X, OD 
(8) Wy dv, oVvy 
Ww, Ay Va on 
Uy—1 OUp—4 CUm—1 I 


, 


soit posilif toutes les fois que la direction (%,... %mn) est dirigée 
(au point considéré) vers lintérieur de V. Alors on aura 


0 dws ad 
(Re op Be cig Se asc hy 
dx," dx sot 


2 


(9) i ies OMY Dy, | 
my dv, dv, 
aaa ee | | dv, ats dV» —95 


mii dx, Ly, 


OUm—1 OUm—1 


Dans celle formule, lintégrale me du premier membre est 
étendue au volume V ; lintégrale (m— 1)" du second mem- 


a a EE EE SAT A 


tétraédroides dont lun est intérieur a Pautre (volume qui peut d’aillours étre 
lui-méme décomposé en tétraédroides), 

La formule du changement de variables n’aura, dans ces conditions, & étre 
élablie que pour les changements de variables linéaires. 
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bre est étendue a tous les éléments de S, les v étant, dans chacun 

, = a ig _ art °, sh 5 “3 s on : 
d’eux, des coordonnées rangées d’apreés la régle qui vient d'étre 
expliquée. 


24. — Dans le cas ot: V est un tétraédroide de sommets 
k Ak ns 
sy ee MG ea La Pibrag e ag W) 


la regle en question peut se formuler de la maniére suivante : 

Convenons de dire que J’orientation du tétraédroide V est con- 
forme a celle da systeéme de coordonnées x1,... 2m si le détermi- 
nant A considéré plus haut, savoir 


i 
COUSINS Ae sree 
Ae Ge. ete 
(10) A —— 1 m 
ght) os rg 


est posilif. 

Supposons cette condition vérifiée. 

Alors, sur chaque face de V, les coordonnées v supposées fonc- 
tions linéaires de # (par exemple, m — x des coordonnées bary- 
centriques absolues) devront étre, pour obéir a la régle dont il 
s’agit, rangées dans un ordre tel que leur orientation soit conforme 
A celle qui, pour la face en queslion, résulte (n° 17) de celle 
de V lui-méme. Par exemple, sur la face opposée au sommet 
d’indice 1, on devra avoir 


2 (2) 
vi) Um=—1 1 
, y(3) yi3) I 
(10’) 1 ms FS O, 


m--1 m—-1 
om am Sesh, I | 


vl),..., vif, étant les valeurs des v au sommet d’indice /.. 

22. — Un cas particulier de ce que nous venons de dire est le 
suivant : Si une paralléle 4 l’axe des a (c’est-d-dire une droite 
dont les équations sont #2 == C'*..., %,, ==") rencontre une face F 
d’un tétraédroide T de maniére a ce que , soit croissant lorsqu’on 
passe de l’extérieur a Vintérieur de T en traversant cette face, 
l’orientation de celle-ci, telle qu’elle résulte de celle de T, est con- 


2 
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forme ou non a celle du systéme de coordonnées w2,... ®n suivant 
que orientation de T lui-méme est conforme ou non 4 celle du 
systeme de coordonnées £1, %2,.-. Ln- 

L‘inverse a lieu si a, est croissant lorsqu’on passe de lintérieur 
a Vextérieur. 

C’est ce que l’on obtient, la face F étant opposée au sommet d’in- 
dice 1 (comme on peut. le supposer moyennant une permutation de 
premieére classe entre les sommets), en faisant vy = 2, V2 == 23,... 


Um—1 =m dans le déterminant (10’); % == 1, % =... =m = 0 
dans le déterminant (8). 


Ill. ORDRE D’UN POINT PAR RAPPORT A UNE SURFACE 


23. — Ces préliminaires posés, nous pouvons définir lordre 
d'un point par rapport 4 une surface fermée S de lespace E, a a 
dimensions. ; 

Soit une telle surface définie comme il a été indiqué dans ce qui 
précéde (présentant d’ailleurs ou non des points doubles). Suppo- 
sons provisoirement que, dans chaque élément, les coordonnées 
X1y.., L, de Vespace E, admettent, par rapport aux paramétres 
U1,... Un—1, des dérivées partielles du premier ordre continues. Dans 
le passage d’un élément a un autre contigu, les 2 ne seront, au 
contraire, assujettis qua étre continus : ceci, d’ailleurs, entraine 


n° 20 


\ 


visiblement l’existence et la continuité des dérivées (premicres ) 
des w par rapport aux parametres t ) sur la face 
commune a ces deux éléments. 


Considérons alors l’intégrale 
fo) 


| vy ‘ike Xn 

: ox, 0D, 

TE ae 

/ Ay I OU4 OU, 

(11) —— GD, Was Win 

y ee eee ile. tom meer 

Panik st OL 4 0Lp 
OW na OU, 4 


étendue & toute la surface S et dans laquelle r désigne la quantité 
positive 


hea ee ae 
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pendant que u,,... u,_, sont, dans chaque élément, les coordonnées 
du point paramétrique, rangées (n° 24) conformément & l’orien- 
tation de l’élément ('). 

Cette intégrale a un sens du moment que l’origine des coor- 
données dans E, n’appartient pas 4 S. On constate immédiatement 
qu'elle ne change pas de valeur : 

a) lorsqu’on multiplie a,... 2, par une méme quantité posi- 
tive ). constante ou variable avec les u (pourvu quelle soit continue 
et dérivable dans les mémes conditions que les « eux-mémes) ; 

6) lorsqu’on effectue sur les « n’importe qu'elle substitution 
orthogonale a coefficients constants et 4 déterminant égal a -+ 1. 

Soient, de plus, S et S’ deux surfaces fermées, ayant un certain 
nombre d’éléments communs. Supposons-les bilatéres et orientées 
de maniere que l’orientation de chacun des éléments communs en 
question soit, dans 8, inverse de ce qu'elle est dans 8’. Alors, si on 
forme une nouvelle surface (évidemment fermée et bilatere comme 
les premieres) en supprimant ces éléments communs et réunissant 
les éléments restants — surface que nous nommerons la résullante 
de S et de S’ — l’'intégrale (11) prise sur cette résultante sera la 
somme des intégrales relatives aux surfaces composantes S et S’. 
Ceci est une conséquence évidente de la forme de cette inté- 


grale. 

24. — La propriété fondamentale de l’intégrale (11), lorsqu’on 
l’étend a une surface fermée, est la suivante : 

Ona 
(12) Il=o. kK, 


ot K, est une constante numérique, dépendant de n seul (?), et w 
un entier (posilif, nul ou négatif). 

Pour l’établir, nous supposerons la démonstration faite pour 
toute valeur de n inférieure A celle que l’on considére. 

Nous poserons ensuite 


r= t+ Ve +... +23 


’est-a-dire 4 celle du tétraédroide qui lui donne naissance. 
» n’est autre que la surface de la sphére dans |’espace 4 n dimensions. 


AQ 
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et nous désignerons par § l’angle défini par les deux équations 
concordantes 


a r 
co. ——- : 
Mg 


2 AD ce 


cet angle étant supposé compris entre o et (ce qui est possible, 
puisque son sinus est positif). La différentielle de % est liée a celles 
des x par la relation 


— sin 0 dé —= 


r2da, — x, (x,daz + ... + x, dz,) 
r 


ce qui permet de mettre la quantilé sous le signe | | dans I 
sous la forme 


oO Oa) Ly 
08 ow, Ly 
ou, 2, ou, 
sin”—26 at. ae dL yp sin”—?0— Plt) 
oe me ans SS Se Pe 
ro ou, du, ou, re wt «(OU 
ab aly 
OUn—1 OUn—1 ; OUn—1 


ou, par exemple, 


| D(a. --- #s) 
: ed 2) 
(1 ) Ay, = Dias; 2 Gaay) 


Soit alors F(@) + h (h étant une constante arbitraire) la primi- 
tive de sin"~* @, autrement dit soit 


(8) = hin as 


la quantilé (13) pourra s’écrire 


/ 


i! id d 
(14) at es 1 re acs jgieglt Ota 
au, ou, nun 
avec 
a y af J Ly A x3 Xn 
Ua [Ik (9) = h| (a Ay sa os poi Ag sie. Oh bale pit Ans) - 
( 


L’ensemble des termes de (14) qui ne figurent pas dans (13), 


savoir 
id Vj 
So (2) 
amet OU), ] 0 

ik 


est, en effet, nul (l'indice ¢ variant de 24n; k, de ran — te 
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C’est ce qui résulte de Videntité, facile & vérifier (') pour m — 1 
fonctions (dérivables) quelconques X,, X,, ... X, de x,, ... Ln, 


ou (Ast X, aia Ast X3 ++... + Ana Xn) iam a (Ag,2 X, + A3.9 X; oe) 


ou, du, 
3 " 
+ eee —+ [Now =4 X, +...) 
OUn—1 
& aX, sil Lc ee 
on, OX; = OU olin Una) 
ae = Ly , 
en y faisant X; = pai eb observant que l’on a 
0 
ae eae 0 x 
(19) leat + — wa. ( =) ===, 
Or, Py OX, ca) 


La forme (14) donnée 4 V’élément d’intégration permet de lui 
appliquer la formule de Green, tant que les fonctions  seront con- 
tinues : nous aurons sous cette réserve, et en transformant le ré— 
sultat par le théoréme connu sur la multiplication des déter- 


minants, 
XL, Lz wae Ly 
OL, 02 OL yp 
BG) 4h | OV, OU, " omy 
(76) Fees 2 | Gs dv,dv,...dvp_s 
iis GE th et ae ea 
Cina Ou, On, IWy 
9Upn—2 OUy_9 OVn—2 


La sommation ¥ est ici relative 4 toutes les faces de tous les élé- 
ments de S. Les ccordonnées v doivent étre, sur chacune de ces 
faces, formées et rangées comme il a été expliqué aux n® 20, 214, 
lorientation de chaque face résultant de celle de l’élément auquel 
elle est empruntée. 

Puisque la surface S est fermée, chaque face figure ainsi deux 
fois et (d’aprés les hypothéses et les conventions précédentes) 
avec des orientations inverses dans les deux cas. 

Done les deux termes relatifs & cette face, dans l’expression (16), 
doivent se détruire, si du moins le nombre h a la méme valeur de 


part et d’autre. 


(‘) Cetle identité, ot les A;,, sont les quantités définies par (13), (13'), est 
bien connue pour le cas de Xo, ..., X, constants : elle intervient dans la 
théorie du multiplicateur (voir Jordan, (oursat, ete., Trailés d’ Analyse), 
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x 


25. — Mais tout ceci est surbordonné a la légitimité de la for— 
mule (16). Celle-ci n'est établie, quant & présent, que si r, ne 
devient jamais nul, c’est-a-dire si la droite 


Ge) fy SS cho SS SS © 


ne coupe pas S. 

Dans ce cas, en faisant h =o dans tous les éléments, on voit 
que IT est nul. 

Plus généralement, (intégrale (11) est nulle si l'on peut mener 
par Vorigine une droite quelconque D qui n’ail aucun point commun 
avec 8. 

Car, moyennant une transformation orthogonale qui ne change 
pas I, nous pourrons ramener D 4 ¢tre [axe des x,, c’est-a-dire a 
étre représentée par les équations (17). 


25 bis. — Abandonnant ce premier cas, nous allons néanmoins 
commencer pat faire certaines hypothéses particuliéres. 

Nous supposerons d’abord qu’aucune droite issue de l’origine 
ne coupe un méme élément de'S en des points silués de part et 
d’autre de lorigine. Cette premiere hypothése ne diminue pas la 
généralité : 11 suffit, pour la vérifier, de rendre, par subdivision, sil 
y a lieu, les éiéments assez petits pour que la distance de deux 
points d’un méme élément soit toujours inférieure au double de la 
distance minima de l’origine 4 S, ce qui est possible en vertu de 
la continuilé des x. 

Nous supposerons ensuite [existence d’une droite D dont 
intersection avec la surface satisfait aux conditions suivantes : 

D ne rencontre aucune face. : 

Tout élément rencontré par D est tel que les x y soient des 
fonctions linéaires (en général non homogénes) des u. Il n’est 
d’ailleurs rencontré par D qu’en un point unique ‘ek ; 

Un tel élément est évidemment lui-méme (et non plus seule- 
ment dans sa représentalion paramétrique) un tétraédroide, le- 
quel pourra toutefois étre dégénéré. 

Les conditions que nous venons d’énumérer sont, en particu- 


SES ae 


(1) Ces suppositions n’ont rien d’essenticl. Elles ont seulement pour but 
déviter certaines complications du cas général. 
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her, vérifiables si, dans dou élément de S, les x sont Jinéaires par 
rapport aux u, auquel cas § est dite une surface polyédrale 
fermeée (') 

On peut méme assujettir D A étre aussi voisine qu’on le veut 
d’une droite arbitrairement donnée D, passant par l’origine. 


26. — Nous admettrons, comme tout 4 l'heure, que D n'est 
autre que l'axe des «,, lieu des points ot r, est nul. Sur cette 
droite, 9 sera égal & zéro ou a 7, suivant le signe de «,. ; 

D’aprés cela, les éléments S pourront étre divisés en trois caté- 
gories : 

1° Ceux sur lesquels § ne devient égal ni 40 ni az. La valeur 
correspondante de h sera prise égale a zéro; 

2° Ceux ot l’on aura (une fois et une seule) § = o (de sorte 
qu’on ne pourra pas avoir § = 7). Nous prendrons alors h =— F(0); 

3° eux ot l’on aura (une fois el une seule) 9 = x. Nous pren- 
drons alors h = — F(z). 

Moyennant ce choix de h, la formule (16) est valable méme sl 
S contient des éléments de deuxiéme ou troisicme calégorie, bien 
qu alors les fonctions  cessent d’étre continues. 

Pour le démontrer, supposons, par exemple, que tous les élé- 
ments soient de premiére catégorie, sauf un seul ¢, qui sera de 
deuxieme ; ¢, contiendra donc un point P, tel que 


SO oy SS i, SSO XL, > 0. 


Soit (u°, ..., up_,) le point paramétrique auquel correspond P,, 
lequel est intérieur au tétraédroide T, qui donne naissance a ¢,. La 
formule de Green sera assurément applicable si, de T,, on re- 
tranche l’inlérieur d'un tétraédroide t, contenant également (a 


(1) Si les @ sont linéaires par rapport aux u, le fait que D) rencontre une 
face ou celui qu’elle a plus d’un point commun (et, par conséquent, une 
infinilé de points communs) avec un élément, s’exprime par une équalion 
linéaire non identique (ou quelquefois plusieurs équations) de la forme 


Aye; + ... + An bn = 0, 


EL, ..., & étant les coordonnées d’un point quelconque de la droite et les A 


des constantes non toutes nulles. 
On peut toujours choisir les — (méme au voisinage de quantilés données) de 
manicre ane yérifier aucune des relations ainsi écrites. 
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son intérieur) le point paramétrique (u!, ...). On pourra donc 
écrire la formule (16) si l’on admet : 

1° que l’intégrale I n’est pas étendue & toute la surface S, mais 
seulement A la surface (ouverte) 8’ qu'on déduit de S en en suppri- 
mant la partie de ¢, qui correspond a 7, ; 

2° que, dans l’intégrale n — 2"ple du second membre, on doit 
rajouter des termes correspondant % la fronti¢re de z, (chacun de 
ces termes ne figurant qu’une fois, contrairement & ceux qui cor— 
respondent aux faces de 5S). 

Soit 7 l’ensemble des termes en question, je vais démontrer que 
i tend vers zéro lorsque le tétraédroide t, tend vers zéro dans toutes 
ses dimensions sans cesser de renfermer le point P,. 

Remarquons, en effet, qu'une demi-droite quelconque issue du 
point paramétrique (w’, ...) coupe en un point unique la frontiére 
de chacen des tétraédroides T, et z,. Dans lespace E,,, ces points 
donneront des points de ¢, en ligne droite avec P, et qui, puisque 
les n — x derniéres coordonnées de P, sont nulles, se déduiront 
lune de l'autre en multipliant chacune des coordonnées en ques- 
lion par un méme facteur positif. Il en résulte, d’aprés ce quia 
été vu plus haut, que, sil’on fait abstraction du facteur [F(0) + Ah, 
les éléments dintégrales correspondants sur la frontiere de T, et 
sur celles de 7, seront identiques ; car (le facteur |F (0) + h| tow- 
jours mis 4 part) Vintégrale du second membre est de méme 
forme que | avec le simple changement de nen n — 1. 

Or, Vintégrale relative & la frontitre de T, a un sens méme 
lorsque l’on remplace chacun de ses éléments par sa valeur abso- 
lue. Soit [, la valeur obtenue dans ces conditions. On aura 


| l | << Ip 
g désignant le maximum de | F(9) + h|, c'est-a-dire de 


| F (6) — F(o) 


, sur la frontiére de t,. Or, ce maximum tend vers 
zéro avec les dimensions de t, puisque @ est égal & o en P,. 

Donc, moyennant le choix indiqué de h, la formule (16) reste 
valable dans ces conditions; et ce résultats’ établirait de méme dans 
le cas dun nombre quelconque d’éléments de 2° ou de 3° caté- 
gorie. Il suffirait de faire dans chacun d’eux la construction que 
nous venons de faire dans ¢,. 
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27. 


sistent seuls, tous les autres se détruisant sur la surface fermée S. 
Donc, il vient : 


Nous ayons vu, d’autre part, que les termes en h sub- 


(18) 1=J,Fio) + LF) 


J, et J, désignant respectivement les intégrales 


See eS ees 
dL, Of, Ip 
: ‘i it Oe. .00,  — <0D, 
(11') a du, du, ... d,—2 
3 re epithe Rs 
oe 
Ts Of, dots Ip 
OUn—2 OUn—2 ie OUn—2 


étendues, l’une, 4 l’ensemble des fronti¢res des éléments de 2° ca- 
r : , s ae 

tégorie et l'autre, & l'ensemble des frontitres des éléments de 
3° catégorie, On a d’ailleurs 


df ap Say 


comme on le voit en remarquant que le second membre de (18) 
doit étre indépendant de Ja constante additive qui reste arbitraire 
dans F. On peut donc ¢crire 


re 
I= — J,[F(x) — F(o)] = — hf sin”—? 66. 


Or, comme nous Il’avons déja remarqué, |’intégrale (11’) est de 
méme forme que I avec changement de n en n—r; et cette 
intégrale est étendue 4 un systeme de surfaces fermées de l’espace 
E,—1, savoir, celles qu’on obtient en projetant (*) sur E,,_, les 
frontiéres des éléments de 2° catégorie de S et qui ne sont d’ailleurs 
autres que les frontiéres de tétracdroides & n — 2 dimensions. 
En vertu de nos hypothéses, il en résulte 


di = Kao, 


les » étant des entiers, qui correspondent respectivement aux di- 
verses surfaces fermées dont il vient d’étre question. 


(1) « Projeter sur espace E,,_., une figure de l’espace En » signifie simple- 
ment, en langage analytique, faire abstraction de l'une des coordonnées (ici 2), 
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Ceci donne bien pour [ une valeur de la forme GLoyeel suflit de 
définir Kk, par la relation 


Kwa coal sin”? 6d6. 
oO 


Une fois les nombres K,, définis par cette relation de récurrence 
(avec K, == 2), notre conclusion est démontrée par ce qui précéde, 
car, pour n = 2, l’expression (11) se réduit a 


=) ar 
I ox ox, oN 
—= s—— («, —'— a, -2)da= d( arc tg - *) 
J hi + @2 ou ou xy, 


cest-a-dire a la varialion dargument précédemment considérée ; 


elle vérifie, par conséquent, notre proposition. 


28. — L’entier qui figure dans la formule (12) s'appellera 
ordre de Vorigine par rapport 4 8. 

L’ordre d'un point quelconque (a,, ..., dn (non situé sur 8) 
sobtiendra en remplacant dans la formule (11) x,, ..., 2, par 
Ly — Ayy wees Ln — Gp: 

Cet ordre est nul, en vertu des considérations précédentes si, 
par le point envisagé, on peut mener au moins une demi-droite 
fet non plus méme une droite enticre) qui ne rencontre pas S. 

SiS est la frontiére d'un tétraédroide auquel l’origine est inté- 
rieurc, la demi-droite définie par [équation 9 = = coupe S en un 
point et en un seul. L’ordre de l’origine est alors + 1 ou — 1, 
suivant que le déterminant (10° est.positif ou négatif. 

C’est ce que l’on vérifie sans difliculté dans le cas de n = 2 (ot 
S est la frontiére d’un triangle). Il est aisé de passer de la, par ré- 
currence en appliquant ce quia été dit au n° 22), aux autres va- 
leurs de n, puisque, comme nous l’avons vu, J, est toujours formé 
d’ordres relatifs & des tétraédroides (ici, & un seul tétraédroide) a 
nm — 1 dimensions. 

De plus, on déduit évidemment de li une expression de l'ordre 
relatif a une surface polyédrale fermée quelconque : on a 


(19) w =N,—N, 


N, + N, étant le nombre total des points of une demi-droite D’ 
issue du point (a,,...,a,) coupe S et l'un quelconque de ces 
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points étant compté dans N, ou dans N, suivant que les n sommets 
de élément qui contient ce point, une fois rangés dans l’ordre qui 
résulte de lorientation de cet élément et précédés d'un sommet 
situé a lorigine, donnent ou non un létraédroide d’orientation 
conforme a celle du systeme de coordonnées. 


2¢. — Siles «© sont simplement dérivables par rapport aux u 
dans chaque élément, sans vérifier les hypothéses particuli¢res que 
nous venons de faire, la valeur de lintégrale I est encore de la 
forme (12). 

Ce fait n’élant pas, comme on va le voir, enti¢rement indispen- 
sable 4 ce qui va suivre, nous en résumerons stmplement la dé- 
monstration en disant que toute portion T de § voisine (!) de D 
peut étre remplacée par une aulre T’ peu différente de la premicre 
et telle que, dans tout élément de T’ rencontré par D, les x soient 
des fonctions linéaires (?) des u. L‘intégrale | prise sur la surface 
ainsi modifiée S’ a la méme valeur que sur S: l'ensemble de T et 
de T’ forme, en effet, une surface fermée ¢ telle que S puisse étre 
considérée comme la résullante de S’ ct de la surface ou des sur- 
faces ¢ ; et lintégrale relative & ¢ est nulle parce que ¢ est sans 
point commun avec n’imporle quelle droite D’ ayant pour une de 
ses équalions £2, = 0. 

S’ satisfait aux conditions moyennant lesquelles la relation (12) 


(1) Pour préciser, on fera entrer dans T tout élément < ayant un point com- 
mun avec D et lout élément ¢' contigu a un élément ¢. 

(2) Remplagons chaque élément ¢ ou ¢’ par le tétraédrcide e ou e’ qui a les 
mémes sommets : autrement dit, remplagons les coordonnées # d’un tel élé- 
ment par les quantilés «’ définies par les formules (20) (voir plus loin, n° 30): 
_ nous obtenons une nouyelle surface ouverle T/. D’autre part, joignons chaque 
point de la frontiére Je T (laquelle est constituée par des faces  empruntées 
aux éléments é’) au point correspondant de la frontiére de ‘I : les segments de 
droite ainsi tracés forment une nouvelle portion de surface Tj. ‘I’ sera len- 
semble de T/, et de TS. 

Si la subdivision des éléments a élé poussée assez loin, a, ne s’annulera ni 
sur I ni sur T’. De plus, soit ¢ le minimum de ry, sur la fronti¢re de T, Si 
(aprés avoir formé T, mais avant d’en déduire T’) on a subdiyisé les éléments 
e' de maniére que, dans chaque face IF de cette frontiére, la distance de deux 
points quelconques soit inférieure 4 9, la partie TJ sera sans point commun 
avec D. 

Quant a la condition que D ne rencontre pas les faces, elle se réalise, comme 
nous l’ayous yu, en donnant au besoin un déplacement trés petit 4 D. 
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t 


avait été démontrée tout A l'heure. Cette relation est donc aussi 
vraie pour 8. 


30. — Mais il n’est pas nécessaire dinsisler sur cette évaluation 
de l’ordre dans le cas des coordonnées dérivables. Nous pouvons, 
en effet, passer directement du cas qui a fait lobjet du n° 25 bis 
au cas tout a fail général ot les « sont des fonctions continues 
quelconques des parametres. 

Il nous suffira, pour cela. de remplacer encore ces fonctions 
4, ++) O_ pard’autres 2, ..., nx qui en soient Voisines et qui, 
dans chacun des éléments (aprés une subdivision convenable de 
ceux-ci), soient des fonctions linéaires des u. 

Pour former ces a’, nous supposerons les éléments rendus, par 
subdivision, assez petits pour que, dans chacun d’eux, |’écart de 
chacune des fonctions continues « soit plus pelit qu'un certain 
nombre ¥. 

Ceci fait, nous remplacerons chaque élément par le tétraédroide 
(dégénéré ou non) qui a les mémes sommets: autrement dit, dé 
signant par 


ah*). 1.4 ah") (k Sata ON eee n) 


les coordonnées des n sommets d’un élément, nous prendrons, 
pour un point quelconque de cet élément, 


(20) e, == tel) 4 ia +... -b ta”) Ce ee ee 


en appelant ¢,, t,, ..., 1, les coordonnées barycentriques (absolues) 
du point paramétrique correspondant par rapport au tétraédroide 
quil décrit. 

Il est clair (en vertu de la relation ¢, + ... + ,—=1) que a! est 
compris entre la plus petite et la plus grande des quantités 
Bo sicaig NG 

ll en résulte évidemment que la diflérence «;— «x! est, dans 
tout élément considéré, inférieure en valeur absolue 4 27. 

Nous substituerons, pour le calcul de Vordre, les x! aux a;, ce 
qui nous raménera au cas précédemment trailé: autrement dit, 
nous substituerons aS un polyedre d’approximation, et nous défi- 
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nirons l’ordre par rapport & S comme étant l’ordre par rapport A 
ce polyedre (+). 

Pour légitimer cette définition, nous allons faire voir que la va- 
leur de w est la méme de quelque manitre que soient choisies les 
Jonctions x! ainsi substiluces aux &, pourvu que x soil assez petit. 

D’une maniére précise, il suffira que y soit inférieur a la plus 
petite distance réduite (voir le n° 274 du texte) du point 
(Ggy. <> +, dn) S. 

Considérons en effet un second polyedre d’approximation, au- 
trement dit un second syst?me de fonctions x", x3, ..., x", voisines 
des «, formées d’une manicre analogue aux x’. Supposons que les 
x; sovent également toutes inférieures en valeurs 


différences 2’; 
absolues a 27. 

Ce second polyédre d’approximation sera déduit dune décom- 
position des éléments de S différente de celle qui a fourni le pre— 
mier. Soient par exemple tj, ..... les tétraédroides en lesquels a 
été décomposé T, dans le premier cas; Ti, ..... ceux en lesquels il 
a été décomposé dans le second cas. On pourra trouver une troi- 
sieme décomposition en tétraédroides 7” qui soit une subdivision 
de l’axe commun de l'autre des deux premiéres (*). 

Dans chaque tétraédroide 7”, les x, comme les x; sont des fonc- 
tions linéaires des u; et il en sera par conséquent de méme de 


chacune des quantités 


es x + pol 
I+p 
ou p. est un paramétre positif quelconque. 
Le liew du point (,, €, ..., €,) est une nouvelle surface polyé- 
drale fermée ¥, laquelle dépend du paramétre u. 
Moyennant l’hypothése faite sur 4, il n’arrivera pour aucune 
des valeurs positives de p. que > passe par le point (a,, ..., dn). 


(1) Dans lespace ordinaire, par exemple, on remplacera 3 par un polyédre 
inscrit & faces suffisamment petites. 

(2) Si les deux tétraédroides t,, t/, par exemple, ont une région commune 
(c’est-’-dire s’ils ont en commun des points non frontiéres), celte région est 
un polyédre convexe (cf. page 443, nole 2) que l’on pourra décomposer en té- 
traédroides ; et on opérera de méme pour chaque télraédroide t’ combiné avec 
chaque tétraédroide 7”. 
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En effet, &; est (pour p. > 0) compris entre a’, et a, par consé- 
quent entre %;— 27% et 2+ 27. Or par hypothése, en chaque 
point deS, lune au moins des quantités | xz; — a; | est supérieure 
1 phe 

Dés lors, l’ordre de notre point par rapport a & est défini pour 
toute valeur positive de y, et (ainsi que cela se voit sur lexpres- 
sion (11)) varie contintiment avec p.. 

Comme cet ordre est par essence un nombre enlier, il reste 
nécessairement constant : il a donc la méme valeur pour yp. = 0 et 
pour p. = % , c’est-a-dire pour les deux surfaces polyédrales envi- 
sagées. 

Il résulte également de 1a que le résultat obtenu aurait été le 
méme pour une autre surface fermée dont les points correspondent 
4 ceux de la premiére de manictre que la distance réduite de deux 
points correspondants soit constamment inférieure 4 7 (7' dési- 
gnant n’importe quelle quantité comprise entre o et 7, limites 
exclues). 

On voit donc que l’ordre & est continu d’ordre zéro par rapport 
aux expressions des x ep fonction des uw: c’est-a-dire qu’il est tres 
peu alléré (et méme ne lest pas du tout) si on altére les «© de 
quantités partout tres petites. 

L’expression (11) ne mettait en évidence que la continuité d’or- 
dre ur: autrement dit, il paraissait nécessaire, pour affirmer que 
était trés peu alléré de s’assurer que non seulement les fonctions 
x, mais leurs dérivées par rapport aux u, n’avaient subi que des 
variations trés pelites. 

C’est grace & cette continuilé d’ordre 6 que nous avons pu défi- 
nir ©) par le moyen d'une surface polyédrale d’approximation Gy. 


31. — « ne serait pas non plus changé si nous employions 
pour S un autre mode de représentation paramétrique, puis- 
que sa définition par la formule (19) appliquée & une surface 
polyédrale voisine de S ne dépend pas de cette représentation. 

En un mot, est bien une quantité complétement déterminée 


(‘) Leaire d'une surface courbe dans l’espace ordinaire est continue d’ordre 1 
seulement par rapport & la forme de la surface. Aussi ne peut-on pas la définir 
par un polyédre dapproximation sans précautions spéciales, 
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quand on donne la surface S et le point (a,... @,) non situé sur 
cette surface. 


Il reste constant tant que le point en question varie continiment 
sans traverser la surface. 

D’une maniére générale, on s’assurera aisément qu'il posséde, 
méme lorsque les # sont simplement continus, les propriétés que 
nous avons constatées dans le cas ot ils sont dérivables, et que 
nous aurons 4 invoquer dans la suite. 


34 bis. — Ajoutons que la combinaison de la formule (19) avec 
les résultats du n° 30 permet d’évalucr l’ordre dans les cas les 
plus simples. 

Cet ordre est évidemment égal 4 + 1 lorsque S est un polyédre 
convexe et (a,,... d,) un point intéricur (puisqu’alors l’un des 
nombres N,, N, de la formule (19) est égal a 1 et l’autre a zéro). 

Il est de méme égal 4+: 1 pour la sphére d n dimensions de 
centre (a,, @,,... G,), comme on le voit en remplacant une portion 


X 


de celle-ci par une portion de plan. 


IV. LINDICE DE KRONECKER 


32. — De la définition de l’ordre d’un point par rapport a une 
surface fermée, on passe & celle de l’indice d'un systéme de fonc- 
tions sur cette surface. 

Soit encore la surface S lieu du point (x,... x,) dans l’espace 
a n dimensions. Soient d’autre part f\. fi,... fr un systéme de n 
fonctions continues de a,... £, lesquelles quant a présent n’ont 
besoin d’étre définies que sur S. 

L’indice du systeme de fonctions /;,... f;, sur S est par définition 
Vordre de lorigine des coordonnées par rapport a la surface qu’en- 
gendre le point dont les coordonnées sont /,,... fn- 

Cette définition suppose, d’aprés ce qui précéde, que /,,... fr ne 
s annulent simultanément en aucun point de S. 

fis fo-+> fr peuvent étre regardés comme les composantes d’un 
vecteur et, en indiquant leurs valeurs en chaque point de 8, on défi- 
nit une distribution vectorielle continue attachée a cette surface. 
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Une telle distribution a un indice déterminé sur la surface 
fermée du moment que le vecteur n'est nul en aucun point de 
cette surface. 


33. — La propricté fondamentale de Vindice ainsi défini est 
relative au cas out S est la frontiére d'un volume V dans I’espace 
& n dimensions. 

Supposcns cette fois les fonctions /,,... fn définies et continues 
dans tout ce volume et non plus seulement sur S. 

Supposons enfin que les équations 


(21) Si = 0 Mijas 


n'aient aucune solution commune a lintéricur de V. 

S’il en est ainsi, Vindice du systéme de fonctions considéré sur $ 
est nul. 

Pour le voir, commencons par remaryuer que si, en un point 
quelconque de V, nous appelons F Ja plus grande des n valeurs 
-absolues | fi |, | f2|,.--|fn], cette quantité F est elle-méme une 
fonction continue, laquelle ne s’annule jamais et admet par suite 
un minimum posilif g. 

Subdivisons alors les éléments de V de telle maniére que dans 
chacun d’eux J’oscillation de chacune des fonctions / soit inférieure 
a g'(g' <q). Soient alors ¢ l'un de ces éléments, s sa frontiére. A 
chaque point de cette derniére on peut faire correspondre un 
nouveau point ayant pour coordonnées /f),... fn: soit ¢ la surface 
fermée décrite par ce second point. On peut toujours faire partir 
de l’origine des coordonnées une demi-droite qui ne rencontre 
pas c. Car si, en un point déterminé de ¢, /; par exemple est la plus 
grande en valeur absolue des n fonctions, et qu’elle soit positive, ce 
qui entraine fi > g, la fonction fi, sera (puisque g' < g) également 
posilive en tout point de ¢ ou de s : de sorte que la demi-droite 
foe = fn = 0, fi < 0 posséde la propriété annoncée. 

Il résulte de la que lindice du systeme /f,,... fr est nul sur s 
comme cela a lieu sur la frontitre de chaque élément de V et 
que S peut étre considérée comme la résultante (n° 23) de toutes 
ces frontiéres, le théoréme est démontré. 


34. — Au contraire, l’indice n’est plus nécessairement nul si 
les équalions (21) ont des solutions communes a l’intérieur de V. 
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Par contre, en les supposant pour fixer les idées en nombre 
fini et en désignant par P,, ... P,, les points correspondants de V, 
indice relatif 4 S est la somme algébrique d'indices partiels, 
dont chacun est caractéristique de l'un des points solutions. 

Si, en effet, on décompose V en éléments, de maniére que P, par 
exemple soit A l’intérieur (et non sur la frontiére) d’un élément «1 
qui ne contient aucun des autres points P, et que, de méme, ceux-ci 
soient strictement intérieurs 4 p —1 autres éléments distincts é2,...€), 
Vindice relatif A S sera la somme des indices relatifs aux frontiéres 
Si, So,... 8, de &,... é, (tous les autres éléments donnant d’aprés ce 
qui précéde des indices nuls). Il est d'ailleurs évident d’aprés 
cela que lindice relalif & s;, par exemple, est indépendant de la 
forme et des dimensions de l’élément ¢, sous la seule condition que 
celui-ci contienne a son intérieur Je point solution P, et aucun des 
autres (en particulier si petit que soit ¢,). Get indice dépend donc 
uniquement du point P, et de la maniére dont les fonctions f se 
comportent au voisinage de ce point. 

Si les f ont des dérivées en P,, et que leur déterminant fonc- 
tionnel y soit différent de o, on peut montrer (') que l’indice partiel 
est égal A + 4 ou A — 1d, suivant le signe de ce déterminant 
fonctionnel. 

Mais nous retiendrons surtout la conclusion suivante : # dési- 
gnant lindice du systeme fi,... fx sar S, Vinégalité o = 0 entraine 
Vexistence d'une solution commune aux équations (21) dans V. 


35. — Le calcul de l’indice d’un systéme de fonctions sur une 
surface est souvent facilité d'une manicre remarquable par le théo- 
réme suivant : 

Théoréme de Poincaré-Bohl. — Soient, sur une méme surface 
fermée S, deux systemes de n fonctions /,, /,, sy Pace Guede an Os 
tels que les éléments d'un méme systtme ne s’annulent simultané- 
ment en aucun point de $. 

Si ces deux systémes n'ont pas le méme indice, il existe sur § 
au moins un point tel que Ton ait 


) fe as i 
yt — J2 — || — —< 0; 
(23) 093 qn 


(!) Voir Picard, Trailé d’analyse, tome II. 
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et, si leurs indices ne sont pas entre eux dans le rapport (— 1)", 
i existe sur’ S au moins un point tel que lon ait 


1 ap i= Sele 
22 = = = oe oO 
ae 9; J2 et 


Ce théoréme a été élabli en 1886 par M. Poincaré (*) et obtenu 
AK 


4 nouveau d’une maniére indépendante par M. Bohl (*) en 1904. 
Pour le démontrer, il suffit de considérer les deux systemes 


auxiliaires 

(23) fwveg, faked, fat Gn 
r+p’ I+ pp’ : ea? 

et 

(23') ts = BI ip 9s fra POn 
+p’ I+p ee [+p 


ou p. est un paramétre posiif. 

Si le systéme de relations (22) n’est vérifié en aucun point deS, 
le systtme de fonctions (23) a un indice pour toute valeur positive 
de py. et, d’apres un raisonnement déja présenté antérieurement, cet 
indice est constant quel que soit uw. En faisant successivement 
p.=0, + ©, on VOLECGUE (yyy Vast sae te) a méme indice que 
(Yas Yar v3 Jn): 

Si, d’autre part, les relations (92) ne sont vérifiées simultané- 
ment en aucun point de S, c’est indice du systéme (23') qui res- 
tera constant pour toute valeur de u, de sorte que /,, fy, .-., fn, 
donneront le méme indice que — g,, — g,, -.-, —Qn- Il en ré- 
sulle (comme on le voit A inspection de la formule (11)), que les 
indices de fj, fa, ---» fn et de 9, Js...-» gn, somt entre eux dans 
le rapport (— 1)”. 

Le théoréme est done démontré. 


(*) Poincanti. — Journ. de Math., « Suc les courbes définies par les équations 
différentielles », 4° série, t. IH, p. 177 (1886). 
(*) Bont, — Journ. fiir Math., t. 127, 1904. — Les énoncés donnés par les 


deux auteurs cités different entre eux et de celui du texte en ce qu ils particu- 
larisent (chacun d'une maniére différente) le choix des fonctions g. Mais leurs 
raisonnements (qui sont d’ailleurs également différents) s’étendent d’eux-mémes 
au cas oti ces fonclions sont prises arbilrairement. La démonstration que nous 
donnons ici est celle de M. Poincaré, 
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, 


Si les deux indices considérés ne sont pas égaux en valeur abso- 
lue, il résulte des relations (22), (22) que la quantité 


TG; + feds = ae + frgn 


ne peut pas étre de signe constant sur S. 


V. APPLICATIONS 


36. Théoréme de Schoenflies. — La démonstration donnée pré- 
cédemment du théoreme de M. Jordan (voir n° 306 et 307 du 
texte et commencement de la présente note), nous apprend, non 
seulement qu’une courbe fermée sans point double divise le plan 
en une région extérieure et une région intéricure, mais aussi que 
Vordre d'un point par rapport a la courbe est égal 4 o dans la 
premiere de ces régions, et A + 1 dans la seconde. 

Ceci suflit, comme on va le voir, pour démontrer un important 
théoreme de M. Schoenflies, qui s’énonce ainsi : 

Soient 


(24) X=f(z,y), Y=g(z,y) 


deux fonctions de x et de y, bien définies et continues a Vintérieur 
et sur la circonférence du cercle 


(25) e+y<t. 
Supposons que les égalités 


f@y=flr,y), g@y)=g(v.y') 

ne puissent étre vérifi¢es simultanément dans le cercle en question 
sans que l’on alta =a’, y= y’. 

Soit CG la courbe décrite par le point (X, Y) lorsque (@, y) dé- 
crit la circonférence du cercle. 

Alors les équations (24) ot X, Y seront considérés comme don- 
nés, auront une solution (évidemment unique d’aprés Uhypothese) 
toules les fois que le point (X, Y) sera pris a Cintérieur nO (Gre 


Ce théoréme résulte immédiatement des propiictés de Vordre et 
de l’indice établies dans ce qui précéde. 
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En effet un point (X, Y) intérieur 4 C est caractérisé par ce fait 
que son ordre par rapport 4 C est égal a = 1. 
Ceci revient 4 dire que l’indice du systtme (f(x, y) — X, 


— 


g(x, y) — Y) a cette méme valeur et est par conséquent différent 


de o. 
Donc les équations (24) ont a l’intérieur du cercle (25), une so- 
lution commune. (Ge aE: 


37. — Je vais maintenant me servir, comme je l’avais annoncé, 
du théoréme de Jordan dans lespace a plus de deux dimensions. 
Je vais méme supposer ce théoréme démontré avec un complément 
quw il est naturel de lui donner d’apres les considérations qui préce- 
dent. J’admettrai non seulement qu'une surface fermée sans point 
double divise toujours l’espace a n dimensions en une région exté- 
rieure et une région inlérieure, mais encore que l’ordre de tout 
point intérieur est égal A 1. 

Dans ces conditions, le théoréme de Schoenflics est démontré 
pour un nombre quelconque de variables. 

Autrement dit, soit 


\ Fi (®4 +105 %n) =X, 
ou) tae ee 
| fn Coe teny es) — Nor 


un systéme de relations définissant les quantités X comme fonc- 
tions continues des « dans un certain volume v de l’espace a n di- 
mensions : volume que je supposerai, pour simplifier (quoique 
celle hypothése ne soit pas essentielle), limité par une surface d’un 
seul tenant. 

Supposons que, dans le volume en question, on ne puisse pas 
avoir simultanément 


(26) FiO naa Ge) = INS Cea ae) 


si l'on na pas ha, eee 


! 
.) Sey 
2? sey Ln = of 


Soit alors S la surface (nécessairement fermée et sans point 
double) que décrit le point X lorsque le point w décrit la frontitre 
s dev. Les équations (24') auront une solution toutes les fois que le 
point X sera a Vintérieur de S. 
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La démonstration donnée pour le cas de deux variables subsiste 
en effet sans modification une fois admises les propositions ci- 
dessus indiquées. 

On peut méme remarquer qu'elle suppose seulement, pour dé- 
montrer l’existence d'une solution au moins, l’impossibilité des re- 
lations (26) entre deux points distincts de la frontitre 8. 

On yoit par ce que nous venons de dire que le théoréme de 
M. Schoenflies n’est pas distinct au fond de celui de M. Jordan. 


38, — La portée de ce théoréme est d’ailleurs trés grande : elle 
apparaitra si on le compare aux résultats classiques de la théorie 
des équations du premier degré. 

Considérons un systeme d’équations linéaires dans lequel le 
nombre des inconnues est égal a celui des équations, 

Quoiqu’un tel systeme admette en général une solution et une 
seule, il peut arriver qu’il soit impossible ou bien indéterminé. 

Mais la condition pour que le systéme admette une solution, 
quelles que soient les valeurs attribuées aux seconds membres, 
n’est pas distincte de celle qui exprime quil ne peut en avoir plus 
d’une. 

Le théoréme de M. Schoenflies nous apprend que cette derniére 
condition entraine encore la premiére, du moins dans une portion 
convenablement choisie de l’espace, lorsqu’au lieu d’équations li- 
néaires on envisage des équations tout a fait générales de la 
forme (24'). 


39. — La remarque suivante découle immeédiatement du théo- 
reme de Schoenflies. 

Supposons qu’entre deux volumes V, VW’ de l’espace 4 n dimen- 
sions (limités chacun par une surface d’un seul tenant) existe une 
correspondance parfaite et continue. Je dis que sil en est ainsi, 
aux points intérieurs a V correspondront des points intérieurs a 
V' et aux points fronticres de V, des points frontiores de V'. 

Supposons en effet que le point P, intéricur & V, corresponde a 
un point P’, situé sur la frontiére 8S’ de V’. De son cété, sil en 
est ainsi, la froniere S de V correspondra a une surface S' (fermée 
et sans point double) a laquelle P n'appartiendra pas. D’aprés le 
théoréme de M. Jordan, S’ délimite un volume V’, tout entier inte- 
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rieur a V, et auquel par conséquent P’ est extérieur (+), de sorte 
que Ics points P, intérieurs 4 S, ne correspondraient & aucun 
point P’ intérieur a S’. 

Il y a donc contradiction avec le théoreme de Schoenflies, et 
notre conclusion est démontrée. 


40. — Les considérations précédentes permettent également 
de démontrer, pour le volume de la sphére, 4 un nombre quel- 
conque de dimensions, le théoréme de Brouwer. 

Le volume de la sphere 4 n dimensions ayant pour centre !’ori- 
gine et pour rayon l’unité, est l'ensemble V des points qui vérifient 
Vinégalité 


(27) Bit oee ie ee A 


= 


Le théoréme que nous allons démontrer est le suivant : 

Toute transformation parfaite et continue du volume V en lui- 
méme laiss? au moins un point invariant, soit & Vintéreur, soit 
sur la frontiére. 

Soient en effet, %,, Ws,..%05 Ua; Uy. By, sera ee es COondonmess 
de deux points correspondants. Considérons les n fonctions. 


/ 
(28) Le = Oy, By sy, 55 Sn me en 


en supposant d’abord que le point (a,, ..., @n) décrit la frontiére 
de la sphere. 

Si ces n fonctions s’annulent simultanément, le théoréme est 
démontré. Sinon, le systéme de fonctions que nous venons d’écrire 
a méme indice que le systtme (#,, ..., 2) car on a constam- 
ment (*) 


zy (x, i a) = v, (©, i a.) aa Othe Sars Ly ce a cae) = Oo. 


(1) Le fait qu’un point P’ de S’ est nécessairement extérieur a toute surface 
S intérieure 4 V’ résulte de ce qu’on peut joindre P’ a Pinfini par un chemin 
continu n’ayant avec V' ou S’ dautre point commun que P’ (ce qui, & son 
tour, doit étre considéré comme faisant partie du théoréme de Jordan), 

(7) Cette inégalité est, en vertu de lidentité bien connue de Lagrange, une 
conséquence des équations 


wo? + o2 4 oP ee ee PSE. a at 
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Comme ce dernier indice (c’est-a-dire l’ordre du centre par 
rapport a la surface de notre sphére) est différent de o, il existe 
forcément un point intérieur ot les fonctions (28) sont simultané- 
ment nulles. 


Cea, 


41. — Notons encore que la considération de l’indice permet 
de généraliser & une transformation biunivoque et continue quel- 
conque une notion classique relative au sens des aires. 

Lorsque dans les équations (24’) les f ont des dérivées, on sait 
que la transformation conserve le sens des aires si son déterminant 
fonctionnel est positif et le change si ce déterminant est négatif. 

En nous bornant aux équations (24), soit dans Je plan du point 
(2, y) une courbe fermée sans point double ¢ limitant une aire s, 
les points intérieurs A s auront par rapport 4 ¢ un ordre égal a 
+ 1oua—t. 

A c correspond (si comme nous le supposons la correspondance 
définie par les équations (24) est parfaite et continue) une courbe 
fermée sans point double C limitant une aire S. Les points inté- 
rieurs 4 celle-ci auront, par rapport a C, l’ordre + 1, 

On peut dire qu'une courbe telle que c ou C est décrite dans le 
sens direct si lordre des points intéricurs par rapport a cette 
courbe est -+ 1, et dans le sens rélrograde si cet ordre est égal a 


re 

Or, la tranformation (24) peut conserver ou changer, suivant les 
cas, le sens ainsi défini. Mais cela ne dépend que de la transfor- 
mation elle-méme (du moment qu'elle est supposée parfaite) et 
non du choix de la courbe fermée particulicre c. 

Il suffit pour le voir de déformer cette derniére d'une maniére 
continue. 

Du cas du plan, on passe ais¢ément a celui d'une surface bilatére 
orientée comme il a été expliqué plus haut. 


42. — Je signalerai sommairement une autre série d’applica- 
tions des mémes principes (‘). 


(1) Voir, 4 ce sujet, les Mémoires de M. Poincaré sur les courbes définies par 
les Equations différentielles, Journ. de Math , 3° série, t. VII, VIL; feos. t. I; 
ceux de M. Dyck dans les Berichte der Gesellsch. der Wiss, zu Leipzig, t. 37 
(1885), p. 3143 t. 38 (1886), p. 53 et plusicurs récents travaux, de M. Brouwer, 
insérés dans les Procés-verbaux de l’Académie royale des Sciences d’Amsterdam. 
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Considérons une variété V, fermée et m fois étendue de l’espace 
4 n dimensions (n > m); cette variété sera supposée admettre 
en chacun de ses points un plan tangent déterminé, variant 
contintiment avec la position du point. 

Le cas le plus simple, et que nous aurons surtout en vue pour 
fixer les idées, est celui de la surface d’une sphere dans l’espace 
ordinaire. 

Imaginons, sur V, une distribution vectorielle tangente : c’est-a- 
dire faisons correspondre 4 chaque point de V un vecteur tangent 
a V en ce point. Les composantes de ce vecteur seront supposées 
varier continiment, mais n’admettront pas nécessairement de 
dérivées partielles par rapport aux coordonnées de son origine. 

Il interviendra d’ailleurs, surtout par sa direction ; il est essen- 
tiel de remarquer que celle-ci sera indéterminée quand le vecteur 
sera nul et alors seulement. 

Les paramétres directeurs pourront étre considérés comme pro- 
portionnels 4 un systéme de différentielles dax,,... dx, des a, 
lesquelles correspondront (dans chaque élément) a des différen— 
tielles déterminées du; ... dum des paramétres u (en supposant, 
comme cela est légitime d’aprés lhypothése faite sur V, que les x 
soient dérivables par rapport aux wu. 

Ces différentielles du,, du», ou encore d'autres quantités (finies 
dis... Am qui leur soient proportionnelles avec un facteur de pro- 
portionnalité positi/, pourront étre regardées, & leur tour, comme 
définissant une direction de vecteur dans l’espace lieu du point 
paramétrique, Cette direction du vecteur ne sera indéterminée que 
si la premiére l’est. Nous admettrons que cela n’a lieu qu’en un 
nombre fini de points, el nous supposerons la décomposition de V 
en éléments faite de manicre que ces points ne soient sur aucune 
face. 

Dans ces conditions, sur la frontiére de chaque élément, le 
systéme Cre Aes) correspondant admettra un indice déterminé. 
Considérons la somme ¢ de tous ces indices. 

On démontre (') qu'elle ne dépend ni de la représentation para- 
métrique adoptée pour V, ni du choix de la distribution tangente. 

Lorsque le nombre m est impaur, la somme en question est 


(‘) Voir les travaux cités ci-dessus. 
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nulle; car, d’aprés ce que nous venons de voir, elle ne devrait pas 
changer par le changement de signes simullanés de tous les A, 
lequel la multiplie, comme nous I’avons vu, par (— 1)”. 

Il en est autrement pour les valeurs paires de m. L’entier ¢ est 
alors une des quantilés qui caractérisent V au point de vue de 
de l'analysis situs : il ala méme valeur pour deux variétés homeo- 
morphes quelconques, méme situées dans des espaces dont les nom- 
bres de dimensions différent. 

Pour avoir une valeur de ¢ différente de o, il suffit de pren- 
dre pour V la surface d’une sphére dans l’espace 4 trois (ou 
plus généralement & 2p + 1) dimensions. Pour la sphére dans 
Pespace ordinaire, on peut, par exemple, prendre pour direction 
tangente celle de.la tangente au méridien supposé parcouru vers 
un pole déterminé. Une telle distribution est indéterminée aux 
deux poles; dans le tétraédroide (ici dans le triangle) entourant 
Yun d’eux, on peut prendre pour paramétres les coordonnées rec- 
tilignes du point projeté sur l’équateur et on trouve ainsi pour la 
somme des indices 


| 


(29) g 


43. — Du fait que l’enlier ¢ est différent de zéro résulte immé- 
diatement une conséquence bien remarquable. 

Il est impossible de faire correspondre a chaque point de V une 
direction tangente a V en ce point, sans que celte direction soit 
indéterminée en un point au moins de V. 

Car alors l'indice relatif & chaque élément serait nul comme 
nous l’avons démontré au n° 33. 

Une telle impossibilité aura lieu par conséquent sur la surface 
de la sphére dans l’espace ordinaire. 


44, — On peut déduire de la le théoréme de Brouwer sur cette 
surface. Ce théoréme est d’ailleurs, dans ce cas, limité aux trans— 
formations qui conservent le sens d'orientation (n° 44). Il s’énonce 
donc ainsi : 

Toule transformation parfaile et continue de la surface d'une 
sphére, si elle conserve les sens @orientation, laisse invariant un 


point au moins. 
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Pour le démontrer ("), soient M un point quelconque de la sur- 
face; M’, son homologue; A, un point fixe. Nous prendrons pour 
direction tangente en M la tangente au cercle MM’A; plus exacte- 
ment, a celui des deux arcs, délerminés sur ce cercle par les 
points A et M, qui contient le point M’. Une telle direction ne 
devient indéterminée que dans les trois cas suivants : 


Si M coincide avec A; 
Si M’ coincide avec A; 
Si M coincide avec M’. 


Chacune des deux premieres circonstances est réalisée une fois 
et une seule. Considérons d’abord un élément de sphere entourant 
le point A. Si homologue A’ du point A coincide avec A, le 
théoréme est démontré. Sinon le cercle AMM’ sera (pour M voi- 
sin de A) trés voisin du cercle AMA’. D’ot résulte qu’il ne sera a 
aucun moment tres petit, Comme AM est au contraire un pelt 
arc, il fera en M un angle tres petit avec le grand cercle AM. Les 
tangentes 4 ces deux arcs auront, dans ces conditions, méme rota- 
tion totale lorsque M tournera autour de A. Il résulte de la que 
Vindice de la direction variable dont il s’agit le long de |’élément 
qui contient A est égal a + 1. 

Si au contraire c’est le point M’ qui coincide avec A, le point M 
vient en un point B, distinct de A (sans quoi le théoreme serail 
démontré). 

Lorsque M tourne autour de B, M’ tourne autour de A, et cela 
dans le méme sens, en vertu de hypothése faite sur notre transfor- 
mation. Le cercle AM'M est d’ailleurs trés voisin du cercle AM’B. 
Or la tangente en B ou en M a ce dernier a un sens de rotation in- 
verse de celui de la tangente en A (ces deux droites élant symétriques 
lune de Vautre par rapport au plan perpendiculaire au milieu 
de AB), c’est-’-dire inverse de celui de la rotation de M’ autour 
de B. 

Donec Vindice, le long d’un petit élément entourant le point B, 
est Ggal & — 1, et donne avec le premier une somme nulle. 


Comme, au contraire, la somme tolale est dilférente de o, la 


() Méthode de démonstration communiquée par M. Brouwer. 
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troisiéme hypothese doit étre, elle aussi, vérificée en un point au 
moins de la surface. 


GeZOereL): 


Quant aux transformations qui changent Vorientation, elles 
peuvent ne point admettre de point invariant : tel est le cas de 
celle qui substitue 4 chaque point de la surface le point diamé— 
tralement opposé. 


TABLE DES MATIERES DU TOME II 


CHAPITRE VII 


INTEGRALES DEFINIES 


§ t. — Intégrales par excés et par défaut. Mesure des ensembles. 
Fonctions a variation bornée (n® 238-247) 
§ 2. — Fonctions intégrales. Intégrales définies (n* 248-260). 


§ 3. — Intégrales eulériennes (n* 264-263) 


CHAPITRE VII 


SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 


N* 264-269 . 


CHAPITRE IX 


LANGAGE GEOMETRIQUE 


§ 1. — Définitions fondamentales (n™ 270-781) . 

§ 2. — Suites; ensembles; liens; fonctions (n* 282-297) . 

§ 3. — Continuums. Propositions d’ Analysis silus (n* 298-315) 
§ 4. — Courbes (n‘* 316-320) : 


CHAPITRE X 


NOMBRES IMAGINAIRES 


N* 324-330 


22 


82 


132 
1DI 
183 


229 


2h2 


48o ; TABLE DES MATIERES 


CHAPITRE XI 


FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES 


¢ 1. — Fonctions rationnelles; exemples de fonctions algé- 
briques (n* 334-344) : a- 
§ 2. — Séries entitres en x; séries et produits infinis ae les 


termes sont des séries entitres en x; prolongement 
d’une fonction (n* 342-362) . 
§ 3. — Fonctions élémentaires (n* 363-375) - 


CHAPITRE XII 


294 
341 


DERIVEES ELT INTEGRALES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE 


§ 1. — Dérivées (n* 376-382) 
§ 2. — Intégrales (n* 383.402) . 


NOTE DE M. J. HADAMARD 


SUR QUELQUES APPLICATIONS DE L INDICE DE KRONECKER 


§ 1. — Le théoréme de M. Jordan dans le plan (n* 4-4) 


§ 2, — Généralités sur les variétés et les surfaces (n* 5-22) 
§ 3. — Ordre d'un point par rapport & une surface (n* 23- 
34 bis) . 


§ 4. — indice de Kronecker (i 32- 1-38) ; 
§ 5. — Applications (n* 36-44) . 


FIN 
Ale 


385 
396 


437 
4A 


462 
A65 
469 


Saint-Amand (Cher). — Imprimerie Bussiine 


Be ae 
Seine ea erty 
hy “J 


Ree at 


cri 
MOT a at 
wre) 


ry 


AE OU 


| 


Y 
3 
(a) 
2 
S 
a) 


INSERT BOOK 
MASTER CARD 
FACE UP 

FRONT silor 
ecDF S.Ry PUNCH 


UWI} 


olla ac 


—- SOneo 


UNIVERSITY OF ARIZ 
LIBRARY 


